Zadanie 1 (8 pkt.)

Jezeli Ya+3/b+3c=0, to Ya+ib==3c, Ya+¥c=3b, ¥b+¥c=-"3/a oraz
0=[/a+¥b+¥e) =arbrc+3-ja? (¥ +3c)+ Vb2 (a + ¥c )+ Ve [a + 3b |+
6%:a+b+c+3~[§/¥-(—%)+W~(—%)+?{/F~(—%)]+6%=
a+b+c+3-(—a—b—c)+63/abc

Stad

2-(a+b+c)=63/abc, a+b+c=3R/abc, (a+b+c) =27abc

Zadanie 2 (8 kt.)

x*+2x3—2ax—a’=0, x'—-a’+2x’-2ax=0, (xz—aXx2+a)+2x(x2—a):O,
(*—a)x®+2x+a)=0, x*-a=0vx’+2x+a=0,

x1=\/5, xzz—\/a, X, =-1+vJ1l-a, Xx,=-1-+1-a

Rozwigzania x, oraz X, istniejatylkodla a>0, przytym dla a=0 mamy X, =x,=0.
Rozwigzania x, oraz x, istniejatylkodla a <1, przytym dla a=1 mamy

Xy =X, =—1.

Ostatecznie mamy nastgpujace rozwigzania:

1) x3=—1+\/§, x,=—1-1-a dla a<0, wtedy x;#X, ;

2) X=X =%X=0, Xx,=-2 dla a=0;

3) xl:\/a, x2=—JE, x3:—1+\/§, x4:—1—\/m dla O<a<l.
Wtedy X, X,, X5, X, sa parami rézne, bo 0<va<l, -l<—/a<0, -1-+l1-a<-1,
~1<-1++1-a<0. Zatem teoretycznie jest mozliwe tylko X, = X;, ale wtedy mielibySmy
—Ja=-1+1-a, czyli 1=Va++1-a, 1=a+2/a(l-a)+1-a, a(l-a)=0, czyli
a=0 lub a=1. Obie wartosci sg poza wskazanym zakresem.

4) X =1, X, =X=X=-1 dla a=1;

5) x,=vJa, x,=—J/a daa>1, wtedy x #X,.

Zadanie 3 (12 pkt.)

Oznaczmy . m !

=m, =n, gdzie m, n saliczbami catkowitymi. Z warunku
COS X COS 2X

CoS 2X = C0s” X —sin® x = 2cos” x—1 otrzymujemy 1:%—1, czyli m? = 2"
n m 1+n

Warto§¢ m® jest liczba catkowita dodatnia, a iloraz 12_n spetnia ten warunek tylko dla
+n
2n  2(1+n)-2 , 2

n=1, n=-2 oraz n=-3. Wynika to, np. z faktu, ze = — .
1+n 1+n 1+n




Wynik z prawej strony ostatniego znaku rownosci bgdzie liczbg catkowita tylko dla %
+n

catkowitego. Widac¢ jednak, ze licznik jest mniejszy od bezwzglednej wartosci z mianownika
dla kazdego n>1 ikazdego n<—-3. Z ostatniej wartosci n=-3 wysztoby jednak

m? = _—2 =3, czyli m nie byloby liczba catkowitg. Pozostajg wigc dwa rozwigzania:

n=1, n,=-2. W pierwszym przypadku m* =1, czyli m =1, m,=-1; wdrugim
m® =4, czyli m, =2, m,=-2. Oczywiscie rozwigzaniami sg pary (nl, ml), (nl, mz),

(n;m;),  (n,, m,)
Teraz trzeba rozwigza¢ uktady rownan trygonometrycznych dla kazdej z tych par:

Y N 1, 1,
COoS X COS X COS X COS X
COS 2X COS 2X COS 2X COS 2X
Uktady réwnowazne powyzszym:
cosx—1 cosx——1
cosx =1 cosx =-1 ) )
cos2x =1 cos2x=1" 1’ 1
COSZX:_E COS2X = ——

W pierwszym uktadzie otrzymujemy X = 2Kz, poniewaz jest to rozwigzanie pierwszego
rébwnania, a C€0S2xX =1 wszedzie tam, gdzie cosSX =1. Wynika to zar6wno z dwukrotnego
,»zageszezenia” cosinusoidy przy dwukrotnym wzro$cie argumentu, czy tez ze wzoru

cos 2x = cos® x—sin’ x, gdziedla cosx=1 mamy sinx=0.
Rozwazmy jeszcze trzeci uktad (drugi 1 czwarty rozwigzujemy analogicznie)

cosx=1 dla x=£+2k7z oraz dla x=—£+2k7z
2 3 3

c052x=—% dla 2x:%+2kﬂ oraz dla 2x:—2§+2k7r, czyli dla x=%+k;z oraz

X = —% +kz . W tym przypadku rozwigzaniem bedzie wigc X = %+ 2k oraz

X =—2 4 2kzx
3

Trzeba dokonczy¢ to rozwigzanie, ale juz wiadomo jak.

Zadanie 4 (10 pkt.)

Przez punkt A prowadzimy prosta rownoleglta do DO, aprzez B — rownolegla do CO.
Przetng si¢ one w punkcie O’ i £ DOC=/ AO'B. W czworokacie AO’BO mamy

2/ AOB+ / AO'B =180°, wigc mozna na nim opisa¢ okrag. Poniewaz DO | AO',
DC| AB oraz OO'||CB, tootrzymujemy ~ZODC=~/0'AB=-/0'0OB=~/0BC



Zadanie 5 (12 pkt.)

Latwo wyobrazi¢ sobie 3 wzajemnie styczne kule o rownym promieniu lezace na
ptaszczyznie. Jezeli walec tez lezy na tej plaszczyznie 1 jest styczny do kazdej z trzech kul, to
musi on by¢ wcisniety migdzy kule w ten sposob, ze dwie kule lezg po jednej jego stronie,
a trzecia po drugiej.

Os walca

.03

Srodki kul O,, O,, O, sa wierzchotkami tréjkata rownobocznego o boku 2 potozonego

rownolegle do ptaszczyzny, w ktorej lezg wszystkie bryty, w odleglosci 1 od tej ptaszczyzny.
Gdyby umiescic¢ jeszcze czwarta kule tej samej wielkosci (o srodku O,) styczna do kul o

srodkach O, i O,, to proste OO0, i O,0, bylyby rownoleglte. Oznacza to, ze o$ walca

jest rownooddalona od kazdego ze srodkow trzech kul. Wynika stad w szczegolnosci, ze jesli
A jest rzutem prostopadlym ktoéregokolwiek srodka kuli na ptaszczyzne rownolegla do



podstawy (na ktorej lezg bryly), przechodzaca przez o$§ walca, to odlegto$§¢ punktu A od osi
walca jest rowna potowie wysokosci trojkata O, O, O,, czyli l¥ = g

Rozwazmy przekrdj poprzeczny walca i stycznej do niego kuli. Z twierdzenia Pitagorasa
otrzymujemy:

O1
A O
_ N
2
(1—r)2+{£J =(1+r), l-orer?+3—tvorer?, ar=3 =32
> 2 4 16



