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Rozwigzania zadan dla szk6l ponadgimnazjalnych

ZADANIE 1
Zaktadamy, ze a,b # 0,11 a + b # 1. Wykazaé, ze z rownodci

111
a+b—1 a b

wynika, ze a = -b

Rozwigzanie
7 tezy mozna sie domysle¢, ze dana rownos¢ nalezy przeksztalci¢ do postaci (a + b)W(a,b) = 0, gdzie
wyrazenie W (a, b) powinno by¢ rozne od 0.
Po przemnozeniu przez wspélny mianownik (a + b — 1)ab # 0 dostajemy réwnowazna réwnosé

(a+b—1)(a+b—ab) = ab,
a wiec
(a4 b)? — (a4 b)ab — (a + b) + ab = ab.
Wytaczajac (a + b) dostajemy
(a+b)a+b—ab—1)=0,
(a+b)a(l—b)+(b—1)] =0,
i stad

(a+b)(a—1)(1—b) = 0.

Z zalozenia a,b # 1 wynika zatem, ze zerowaé sie musi pierwszy czynnik, a wiec a = —b.



ZADANIE 2

Istnieje doktadnie jedna funkcja f spelniajaca dla dowolnej liczby rzeczywistej & rownosé

fla)+2f(1 —2) = 2>

Wyznaczyé jej wzor.

Rozwigzanie
Wstawiajac do danego réwnania 1 — x w miejsce z dostajemy nastepujacy uktad réwnan:

{f($)+2f(1—w) =
fA—z)+2f(x) = (1-=)

7 tego ukltadu mozna juz wyznaczy¢ funkcje f.
Mnozac drugie réwnanie przez 2 i odejmujac od niego pierwsze dostajemy:

3f(z) =2(1 — z)* — 2%

Stad dostajemy wzor szukanej funkcji:

réwnowaznie:



ZADANIE 3
W jest zbiorem wartosci funkcji f(z) = 22 — 20142 okreslonej na zbiorze liczb catkowitych. Wykazé, ze
istnieje przedziat liczb rzeczywistych dodatnich dtugosci 2015 roztaczny z W.

Rozwigzanie
Przyda sie nam nastepujaca obserwacja. Wykres funkcji kwadratowej W staje sie coraz bardziej stromy, gdy
zmienna x dazy do nieskoriczonosci. Dlatego réznica wartosci W(n + 1) — W(n) rosnie nieograniczenie, gdy n
dazy do nieskoniczonodci.

Istnienie odcinka o zadanej wtasnosci mozna wiec uzasadnié¢ nastepujaco.

Zauwazmy najpierw, ze wykres danej funkcji jest symetryczny wzgledem prostej z = 1012 (punkt (1012, £(1012))
jest wierzcholkiem paraboli y = 22 —2014x). Dlatego zbiér W pokrywa sie ze zbiorem wartogci funkcji f dla liczb
catkowitych n > 1012. Wyznaczmy wz6r na réznice wartosci funkeji f dla dwoch kolejnych liczb catkowitych:

f(n+1)— f(n) = (n+ 1) —2014(n + 1) — n? + 2014n = 2n — 2013.

Roéznica ta jest wieksza od 2015 dla n > 2014. Poniewaz funkcja jest réznowartosciowa i rosnaca na potprostej
[1012,00), wiec przedzial otwarty (f(n), f(n + 1)) jest roztaczny z W. A wiec dla dowolnej liczby n > 2014
przedzial ten ma dlugosé wieksza niz 2015 i jest roztaczny z W.

Na przykltad przedzial (20152 — 2014 - 2015, 2016 — 2014 - 2016) ma dtugoéé¢ 2017, zawiera wiec przedziat
dhigosci 2015 spelniacy warunki zadania.



ZADANIE 4

W czworodcianie foremnym ABCD o krawedzi dtugosci 4 cm prowadzimy trzy plaszczyzny prostopadte do
krawedzi AB, AC, AD i przechodzace przez punkty tych krawedzi odleglte o 3 cm od wierzchotka A. Wykazaé,
ze plaszczyzny te dzielg $ciane BC'D na cztery przystajace trojkaty réwnoboczne.

Rozwigzanie
Podstawsa rowiazania jest nastepujacy fakt.

Przekroj ptaszczyzny prostopadiej do prostej | z dowolng plaszczyzng 11 zawierajaca prosta [ jest prosta w
II prostopadta do .

Wyznaczmy wiec przekréj jednej z ptaszczyzn podanych w zadaniu z jedna ze scian.

Oznaczmy przez P punkt krawedzi AB oddalony o 3 cm od wierzchotka A. Plaszczyzna prostopadta do AB i
przechodzaca przez P przecina sciane ABC wzdtuz prostej prostopadtej do krawedzi AB. A wiec jesli oznaczmy
przez Q punkt wspoélny tej ptaszczyzny i krawedzi BC, to PQ jest prostopadta do krawedzi AB. Pokazemy, ze
Q jest srodkiem krawedzi BC.

Sciany czworoscianu foremnego sg tréjkatami réownobocznymi, a w takim trojkacie wysokoéé pokrywa sie z
jego srodkowa. Wynika stad, ze srodkowa M C, gdzie M jest érodkiem krawedzi AB, jest réwnolegta do PQ, bo
oba odcinki sa prostopadle do AB. Mamy |PB| = 3| M B|, z twierdzenia Talesa wynika zatem, ze |BQ| = 3 |BC]|.
Wobec tego @ jest srodkiem odcinka BC'. Inny argument to wyliczenie |BQ| = 2 z trojkata prostokatnego BPQ
w ktorym ZPBQ — 60°.

]

W taki sam sposéb pokazuje sie, ze rozwazana plaszczyzna przecina réwniez krawedz BD w jej srodku.
Analogicznie dla pozostalych dwoch plaszczyzn. A wiec dane plaszczyzny dzielg tréjkat odcinkami taczgcymi
srodki bokéw na trzy przystajace tréjkaty réwnoboczne.




ZADANIE 5

Wykazaé¢, ze dowolny wielokat wypukly zawiera sie w pewnym prostokacie o polu co najwyzej dwa razy
wiekszym od pola tego wielokata.

Rozwigzanie

Jak zawsze warto rozwazy¢ proste przypadki: tréjkat i czworokat wypuktly. Tréjkat zawiera sie w prostokacie,
ktorego jednym z bokoéw jest najdtuzszy z bokéw tréjkata a bok przeciwleglty przechodzi przez przeciwleglty wierz-
chotek trojkata. Jak wynika ze wzoréw na pole trojkata i prostokata, pole opisanego prostokata jest dwukrotnie
wieksze od pola danego trojkata.

Jedli przekatna AC czworokata wypuktego ABCD jest najdluzszym bokiem obu tréjkatéw ACB, ACD, to
suma prostokatéw opisanych powyzej dla tych trojkatéow jest prostokatem o polu dwa razy wiekszym od pola
czworokata ABCD.

Ale jegli zadna z przekatnych nie spetnia tego warunku, to jeden z bokéw czworokgta, powiedzmy AB, jest
dtuzszy od obu przekatnych (i pozostalych bokow).




Wtedy katy przy tym boku sg ostre i czworokat zawarty jest w prostokacie, ktorego jednym z bokow jest AB,
a bok przeciwlegly do AB przechodzi przez ten wierzchotek, ktérego odlegtosé od AB jest najwicksza.

Z analizy tej wynika, ze nalezy rozwazy¢ najdiuzszy z odcinkow laczacych wierzchotki (jest to najdiuzszy
odcinek zawarty w danym wielokacie). Przypomnijmy, ze wielokat wypukly ma taka wlasnosé: odcinek taczacy
dowolne dwa punkty wielokata jest w nim zawarty. Wynika stad, ze trojkat, ktérego wierzchotki naleza do
wielokata wypuktego jest w tym wielokacie zawarty.

Niech P, @ beda najbardziej oddalonymi od siebie wierzchotkami danego wielokata W. Wszystkie pozostate
wierzcholtki musza wiec leze¢ w pasie zawartym pomiedzy prostymi p, g prostopadtymi do odcinka PQ i przecho-
dzacymi przez jego konce P, ) odpowiednio. Gdyby tak nie byto, to poza tym pasem mozna by znalezé pewien
wierzchotek R wielokata a wtedy PR lub QR bytby dtuzszy od PQ, whrew zalozeniu.

Jedli PQ jest przekatna wielokata, to po obu stronach prostej PQ leza pewne wierzchotki wielokata. Dla
kazdej strony prostej PQ wezmy wierzchotek wielokata W najbardziej oddalony od prostej PQ (by¢ moze takich
wierzchotkéw jest wiecej, wybierzmy dowolny z nich). Przez tak wybrane wierzchotki X i Y poprowadzmy
odpowiednio proste = i y réwnoleglte do PQ). Wszystkie wierzchotki wielokata zawieraja sie zatem w prostokacie
wyznaczonym przez proste p,x,q,y. Oznaczmy go ABCD. 7 wypuklosci wielokata wynika, ze zawiera on
trojkaty PQX i PQY. Suma pdl tych trojkatow, czyli pole prostokata ABCD jest réwne dwom polom prostokata
PXQY a to ostatnie jest nie wieksze od pola wielokata. Stad

P(ABCD) =2P(PXQY) < 2P(W),

gdzie P oznacza pole.

Jesli PQ jest bokiem wielokata W to wszystkie wierzchotki leza po jednej stronie prostej PQ) i szukany
prostokat PQCD (bo AB = PQ) znajdujemy analogicznie ograniczajac sie do jednego wierzchotka X najbardziej
oddalonego od PQ. Woéwczas P(PQCD) =2P(PQX) <2P(W).

Uwaga: nietrudno podaé przyktady, ze teza tego zadania nie jest prawdziwa bez zalozenia wypuklodci.



