
XIII Warmi«sko-Mazurskie Zawody Matematyczne.

Olsztyn 2015

Rozwi¡zania zada« dla szkóª ponadgimnazjalnych

ZADANIE 1

Zakªadamy, »e a, b 6= 0, 1 i a + b 6= 1. Wykaza¢, »e z równo±ci
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wynika, »e a = -b

Rozwi¡zanie

Z tezy mo»na si¦ domy±le¢, »e dan¡ równo±¢ nalezy przeksztaªci¢ do postaci (a + b)W (a, b) = 0, gdzie
wyra»enie W (a, b) powinno by¢ ró»ne od 0.

Po przemno»eniu przez wspólny mianownik (a + b− 1)ab 6= 0 dostajemy równowa»n¡ równo±¢

(a + b− 1)(a + b− ab) = ab,

a wi¦c

(a + b)2 − (a + b)ab− (a + b) + ab = ab.

Wyª¡czaj¡c (a + b) dostajemy

(a + b)(a + b− ab− 1) = 0,

(a + b)[a(1− b) + (b− 1)] = 0,

i st¡d

(a + b)(a− 1)(1− b) = 0.

Z zaªo»enia a, b 6= 1 wynika zatem, »e zerowa¢ si¦ musi pierwszy czynnik, a wi¦c a = −b.



ZADANIE 2

Istnieje dokªadnie jedna funkcja f speªniaj¡ca dla dowolnej liczby rzeczywistej x równo±¢

f(x) + 2f(1− x) = x2.

Wyznaczy¢ jej wzór.

Rozwi¡zanie

Wstawiaj¡c do danego równania 1− x w miejsce x dostajemy nast¦puj¡cy ukªad równa«:{
f(x) + 2f(1− x) = x2

f(1− x) + 2f(x) = (1− x)2
.

Z tego ukªadu mo»na ju» wyznaczy¢ funkcj¦ f.
Mno»¡c drugie równanie przez 2 i odejmuj¡c od niego pierwsze dostajemy:

3f(x) = 2(1− x)2 − x2.

St¡d dostajemy wzór szukanej funkcji:
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ZADANIE 3
W jest zbiorem warto±ci funkcji f(x) = x2 − 2014x okre±lonej na zbiorze liczb caªkowitych. Wykaz¢, »e

istnieje przedziaª liczb rzeczywistych dodatnich dªugo±ci 2015 rozª¡czny z W.

Rozwi¡zanie

Przyda si¦ nam nast¦puj¡ca obserwacja. Wykres funkcji kwadratowej W staje si¦ coraz bardziej stromy, gdy
zmienna x d¡»y do niesko«czono±ci. Dlatego ró»nica warto±ci W (n + 1) −W (n) ro±nie nieograniczenie, gdy n
d¡»y do niesko«czono±ci.

Istnienie odcinka o »¡danej wªasno±ci mo»na wi¦c uzasadni¢ nastepuj¡co.

Zauwa»my najpierw, »e wykres danej funkcji jest symetryczny wzgl¦dem prostej x = 1012 (punkt (1012, f(1012))
jest wierzchoªkiem paraboli y = x2−2014x). Dlatego zbiór W pokrywa si¦ ze zbiorem warto±ci funkcji f dla liczb
caªkowitych n ≥ 1012. Wyznaczmy wzór na ró»nic¦ warto±ci funkcji f dla dwóch kolejnych liczb caªkowitych:

f(n + 1)− f(n) = (n + 1)2 − 2014(n + 1)− n2 + 2014n = 2n− 2013.

Ró»nica ta jest wi¦ksza od 2015 dla n > 2014. Poniewa» funkcja jest ró»nowarto±ciowa i rosn¡ca na póªprostej
[1012,∞), wi¦c przedziaª otwarty (f(n), f(n + 1)) jest rozª¡czny z W. A wi¦c dla dowolnej liczby n > 2014
przedziaª ten ma dªugo±¢ wieksz¡ niz 2015 i jest rozª¡czny z W .

Na przykªad przedziaª (20152 − 2014 · 2015, 2016 − 2014 · 2016) ma dªugo±¢ 2017, zawiera wi¦c przedziaª
dªugo±ci 2015 speªniacy warunki zadania.



ZADANIE 4

W czworo±cianie foremnym ABCD o kraw¦dzi dªugo±ci 4 cm prowadzimy trzy pªaszczyzny prostopadªe do
kraw¦dzi AB,AC,AD i przechodz¡ce przez punkty tych kraw¦dzi odlegªe o 3 cm od wierzchoªka A. Wykaza¢,
»e pªaszczyzny te dziel¡ ±cian¦ BCD na cztery przystaj¡ce trójk¡ty równoboczne.

Rozwi¡zanie

Podstaw¡ rowi¡zania jest nast¦puj¡cy fakt.

Przekrój pªaszczyzny prostopadªej do prostej l z dowoln¡ pªaszczyzn¡ Π zawieraj¡c¡ prost¡ l jest prost¡ w
Π prostopadª¡ do l.

Wyznaczmy wi¦c przekrój jednej z pªaszczyzn podanych w zadaniu z jedn¡ ze ±cian.
Oznaczmy przez P punkt kraw¦dzi AB oddalony o 3 cm od wierzchoªka A. Pªaszczyzna prostopadªa do AB i

przechodz¡ca przez P przecina ±cian¦ ABC wzdªu» prostej prostopadªej do kraw¦dzi AB. A wi¦c je±li oznaczmy
przez Q punkt wspólny tej pªaszczyzny i kraw¦dzi BC, to PQ jest prostopadªa do kraw¦dzi AB. Poka»emy, »e
Q jest ±rodkiem kraw¦dzi BC.

�ciany czworo±cianu foremnego s¡ trójk¡tami równobocznymi, a w takim trójk¡cie wysoko±¢ pokrywa si¦ z
jego ±rodkow¡. Wynika st¡d, »e ±rodkowa MC, gdzie M jest ±rodkiem kraw¦dzi AB, jest równolegªa do PQ, bo
oba odcinki s¡ prostopadªe do AB. Mamy |PB| = 1

2 |MB|, z twierdzenia Talesa wynika zatem, »e |BQ| = 1
2 |BC|.

Wobec tego Q jest ±rodkiem odcinka BC. Inny argument to wyliczenie |BQ| = 2 z trójk¡ta prostok¡tnego BPQ
w którym ∠PBQ− 600.

W taki sam sposób pokazuje si¦, »e rozwa»ana pªaszczyzna przecina równie» kraw¦d¹ BD w jej ±rodku.
Analogicznie dla pozostaªych dwóch pªaszczyzn. A wi¦c dane pªaszczyzny dziel¡ trójk¡t odcinkami ª¡cz¡cymi
±rodki boków na trzy przystaj¡ce trójk¡ty równoboczne.



ZADANIE 5

Wykaza¢, »e dowolny wielok¡t wypukªy zawiera si¦ w pewnym prostok¡cie o polu co najwy»ej dwa razy
wi¦kszym od pola tego wielok¡ta.

Rozwi¡zanie

Jak zawsze warto rozwa»y¢ proste przypadki: trójk¡t i czworok¡t wypukªy. Trójk¡t zawiera si¦ w prostok¡cie,
którego jednym z boków jest najdªu»szy z boków trójk¡ta a bok przeciwlegªy przechodzi przez przeciwlegªy wierz-
choªek trójk¡ta. Jak wynika ze wzorów na pole trójk¡ta i prostok¡ta, pole opisanego prostok¡ta jest dwukrotnie
wi¦ksze od pola danego trójk¡ta.

Je±li przek¡tna AC czworok¡ta wypukªego ABCD jest najdlu»szym bokiem obu trójk¡tów ACB,ACD, to
suma prostok¡tów opisanych powy»ej dla tych trójk¡tów jest prostok¡tem o polu dwa razy wi¦kszym od pola
czworok¡ta ABCD.

Ale je±li »adna z przek¡tnych nie speªnia tego warunku, to jeden z boków czworok¡ta, powiedzmy AB, jest
dªu»szy od obu przek¡tnych (i pozostaªych boków).



Wtedy k¡ty przy tym boku s¡ ostre i czworok¡t zawarty jest w prostok¡cie, którego jednym z boków jest AB,
a bok przeciwlegªy do AB przechodzi przez ten wierzchoªek, którego odlegªo±¢ od AB jest najwi¦ksza.

Z analizy tej wynika, »e nale»y rozwa»y¢ najdªu»szy z odcinków ª¡cz¡cych wierzchoªki (jest to najdªu»szy
odcinek zawarty w danym wielok¡cie). Przypomnijmy, »e wielok¡t wypukªy ma tak¡ wªasno±¢: odcinek ª¡cz¡cy
dowolne dwa punkty wielok¡ta jest w nim zawarty. Wynika st¡d, »e trójk¡t, którego wierzchoªki nale»¡ do
wielok¡ta wypukªego jest w tym wielok¡cie zawarty.

Niech P,Q b¦d¡ najbardziej oddalonymi od siebie wierzchoªkami danego wielok¡ta W . Wszystkie pozostaªe
wierzchoªki musz¡ wi¦c le»e¢ w pasie zawartym pomi¦dzy prostymi p, q prostopadªymi do odcinka PQ i przecho-
dz¡cymi przez jego ko«ce P , Q odpowiednio. Gdyby tak nie byªo, to poza tym pasem mo»na by znale¹¢ pewien
wierzchoªek R wielok¡ta a wtedy PR lub QR byªby dªu»szy od PQ, wbrew zaªo»eniu.

Je±li PQ jest przek¡tn¡ wielok¡ta, to po obu stronach prostej PQ le»¡ pewne wierzchoªki wielok¡ta. Dla
ka»dej strony prostej PQ we¹my wierzchoªek wielok¡ta W najbardziej oddalony od prostej PQ (by¢ mo»e takich
wierzchoªków jest wiecej, wybierzmy dowolny z nich). Przez tak wybrane wierzchoªki X i Y poprowad¹my
odpowiednio proste x i y równolegªe do PQ. Wszystkie wierzchoªki wielok¡ta zawieraj¡ si¦ zatem w prostok¡cie
wyznaczonym przez proste p, x, q, y. Oznaczmy go ABCD. Z wypukªo±ci wielok¡ta wynika, »e zawiera on
trójk¡ty PQX i PQY. Suma pól tych trójk¡tów, czyli pole prostok¡ta ABCD jest równe dwóm polom prostok¡ta
PXQY a to ostatnie jest nie wi¦ksze od pola wielok¡ta. St¡d

P(ABCD) = 2P(PXQY ) ≤ 2P(W ),

gdzie P oznacza pole.

Je±li PQ jest bokiem wielok¡ta W to wszystkie wierzchoªki le»¡ po jednej stronie prostej PQ i szukany
prostok¡t PQCD (bo AB = PQ) znajdujemy analogicznie ograniczaj¡c si¦ do jednego wierzchoªkaX najbardziej
oddalonego od PQ. Wówczas P(PQCD) = 2P(PQX) ≤ 2P(W ).

Uwaga: nietrudno poda¢ przykªady, »e teza tego zadania nie jest prawdziwa bez zaªo»enia wypukªo±ci.


