LISTA ZADAN

Zadanie 1: Szkota urzadzita 3 wycieczki dla swoich 300 uczniéw. W kazdej
wycieczce brata udziat ta sama liczba uczniéw. Polowa uczestnikéw pierwszej
wycieczki, jedna trzecia uczestnikow drugiej i jedna czwarta uczestnikow trzeciej
brata udziat tylko w jednej wycieczce.

Ilu uczniéw bralo udzial w kazdej wycieczce? Ilu sposréd uczestnikéw pierw-
szej wycieczki brato udzial w drugiej, a ilu z nich ponadto brato udziat w trze-
ciej?

Rozwigzanie: Oznaczmy zbiory uczestnikéw pierwszej, drugiej i trzeciej
wycieczki kolejno przez A, B i C'. Kazdy z nich ma 12n elementow.

Zbiér AN B ma [w tym miejscu rysunek!] 12n + 12n + 3n — 300 = 27n — 300
elementéw. Zbiér (AN B) \ C ma 300 — 6n — 4n — 12n = 300 — 22n elementéw.
Zatem Zbior AN BN C ma 27n — 300 — (300 — 22n) = 49n — 600 elementéw.
Moc zbioru jest nieujemna, wiec 300 — 22n > 0 i 49n — 600 > 0. Jedyna liczba
naturalng n spelniajaca ten uktad nieréwnosci jest 13. Zbiory A, ANB i ANBNC
majg wiec kolejno 156, 51 i 37 elementéw.

Zadanie 2: Wykazaé, ze suma kwadratéw kolejnych k liczb catkowitych do-
datnich jest podzielna przez k wtedy i tylko wtedy, gdy k jest liczba nieparzysta
niepodzielna przez 3.

Rozwigzanie: Sume te mozna zapisac jako

n+1)*+.. .+ (n+k)2=kn®+2n(1+...+ k) + (12 +... + K.

Stosujac wzory na sumy:

Bk +1)  k(k+1)(2k+1)

(n+1)%+...+(n+k)?=kn*+2n 5 :

Liczba ta dzieli si¢ przez k wtedy i tylko wtedy, gdy liczba (k4 1)(2k + 1) dzieli
sie przez 6. Gdy k jest parzyste lub podzielne przez 3, to liczba (k + 1)(2k + 1)
nie ma tej samej wlasnosci, a wiec nie dzieli sie przez 6. Natomiast gdy k jest
nieparzyste i niepodzielne przez 3, to liczba k + 1 jest parzysta, a jedna z liczb
k+ 112k + 1 dzieli sie przez 3; zatem ich iloczyn dzieli sie przez 6.

Zadanie 3: Na plaszczyznie obrano 6 punktéw, z ktérych zadne trzy nie
sa wspoétliniowe. Kazde dwa punkty potaczono odcinkiem niebieskim lub czer-
wonym. Dowie$¢, ze istnieje trojkat o wierzchotkach w wybranych punktach,
ktorego boki sg tego samego koloru.

Rozwiagzanie: Wezmy dowolny z 6 punktéw. Wychodzi z niego 5 krawedzi
w dwoéch kolorach, a wiec co najmniej 3 z nich sg tego samego koloru, np.
niebieskie [w tym miejscu rysunek!]. Wtedy albo odcinki laczace konce tych
krawedzi sg czerwone i mamy tréjkat czerwony, albo jeden z nich jest niebieski
i mamy tréjkat niebieski.



