XVIII Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Eliminacje — cykl styczniowy
Poziom: szkoly ponadpodstawowe

Zadanie 1. Udowodnij, ze jezeli dodatnie liczby wymierne a, b, ¢ spelniajg rownosé

a’ +b? +c2 =ahc, to liczba |/(a’ +bc)(b? + ac)(c® + ab) jest tez wymierna.

Rozwigzanie
Zatozenie: a, b, ¢ - dodatnie liczby wymierne

a’+b?+c?=abc

Teza: +/(a® +bc)(b® +ac)(c® +ab) jest wymierna

Dowéd:
Z zatozenia a’ +b® +c® = abc wynika, ze a> = abc—b* —c?.

a® +bc = a(abc —b® —¢*) + bc = a’bc —ab® —ac® + bc = ab(ac —b) — c(ac —b) = (ac —b)(ab —c)
analogicznie

b®+ac=(bc—a)(ab—c) oraz c*+ab=(ac—b)(bc-a)

\/ (a® +bc)(b® + ac)(c® + ab) = ,/(ac —b)(ab —c)(bc — a)(ab —c)(ac —b)(bc —a) =

= J(ac—b)*(ab—c)*(bc —a)? = |(ac —b)(ab —c)(bc - a)|
Poniewaz liczby a, b, ¢ s3 wymierne, wigc |(ac —b)(ab—c)(bc— a)| jest tez wymierna.

c.n.d.

Zadanie 2. Liczby x; i x, s3 miejscami zerowymi funkcji f(x) = x? + 4bx + 4c, a liczby
x3 i x, miejscami zerowymi funkcji g(x) = x? + 4cx + 4b. Wyznacz wszystkie pary (b, c)
liczb rzeczywistych, dla ktorych x;x,x3x, = 16.

Rozwiazanie.
Z warunkow zadania wynika, ze:
A=16x(b>—¢c)=0iA,=16*(c>—b) > 0,skad b> > cic? > b.
Ze wzorow Viete’a:
X1X2X3X4 = (%1%2)(x3%,) = 4c -4b = 16bc = 16, skad bc = 1.

Zatem liczby b i ¢ sg jednakowych znakow.



Przypusémy, ze b =c , wowczas bc = b? =1, skad b = 1 lub b = —1 i w konsekwencji
otrzymujemy dwie pary liczo b =1ic =1o0razb = —1 i ¢ = —1. Latwo zauwazy¢, ze obie
te pary spetniaja warunki zadania.

Rozwazmy, ze b # c. Jezeli liczby b i ¢ sg dodatnie, to z warunku bc = 1 wynika, Ze jedna z
nich jest mniejsza od 1, a druga wigksza od 1. Zalézmy, ze b > 1 i ¢ < 1. Wtedy jednak
c2<1ib>1,skadb > c?, co jest sprzeczne z zatozeniami zadania.

Jezeli natomiast liczby b i ¢ s3 ujemne, to obie nieréwnosci b? > c i ¢? > b s3 zawsze
prawdziwe. Wystarczy wiec przyjac, ze ¢ = %, gdzie b < 0. Stad poszukiwanymi parami sg
(b,%), gdzie b < 0.

Odpowiedz. Warunki zadania spetniaja wszystkie pary (b, ), gdzie b < 0.

Zadanie 3. Wyznacz zbidr wartosci funkeji f(x) = logs(x? + 4x + 20).

Rozwiazanie:

Zbidr wartosci funkcji g(x) = x2 + 4x + 20 jest dziedzing funkcji f(X), wiec p = ;—Z = -2,
q=f(p) =4—-8+20=16. ZW; =< 16, ).

Wobec tego zbior wartosci ZWy funkcji f(x) = logs(x* + 4x + 20) jest rowny zbiorowi
wartosci funkcji rosnacej h(x) = log,(x) , ktorej dziedzing jest zbior < 16, 0) oraz
najmniejszg wartoscig funkcji jest log,16 = 2, zatem ZWy =< 2, ).

Odpowiedz. ZW; =< 2, ).

Zadanie 4. Oblicz pole powierzchni zacieniowanej figury, przedstawionej na rysunku.
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Rozwiazanie.

Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia.



Pole szukanego obszaru AXY = (pole wycinka kota ABC) — (pole wycinka kota YBC) — (pole
odcinka kota o srodku w punkcie C) — (pole obszaru AXB).

Pole odcinka kota BY o srodku w puncie C = pole wycinka kota BCY — [BCY]. Trojkat BCY jest
trojkatem rownobocznym (BC = CY = YB), a zatem £BCY = 2YBC = 60°. Pole wycinka kota
YBC jest zatem rowne

60° 42 . =
360° ¢ 3™
a pole trojkata rownobocznego BYC wynosi
423
= 43.
4
Pole wycinka kota ABC jest rowne
1
7 42 . = 411,

Pole szukanego obszaru AXY = (pole wycinka kota ABC) — 2(pole wycinka kota YBC) +
[BYC] — (pole obszaru AXB) = 4w — 2 -gn + 4+/3 — (pole obszaru AXB) = —%n + 44/3 —
(pole obszaru AXB).

Pole obszaru AXB = pole trojkata ABC — pole wycinka BCX, zatem
4-4 45°
2 360°

42 . =8 - 2m.
Ostatecznie, otrzymujemy:

—§n+4\/§—(8—2n) =§n+4\/§—8z 1,02.
Odpowiedz. Pole zacieniowanej figury jest rowne %TL’ + 44/3 - 8.

Zadanie 5. Dwa okregi o promieniach R i r sg zewnetrznie styczne. Znalez¢ promien okrggu
stycznego do tych dwoch okrggdw 1 ich wspolnej stycznej.
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Wprowadzmy na rysunku z zadania dodatkowe oznaczenia

Rozwiazanie.

i przeanalizujmy uktad ABS1S;

Z trojkata prostokatnego CS1S, mamy
H?+(R-r)? = (R+r)?
H2+R?-2Rr+r? =R? + 2Rr +r?
H2 = 4Rr
Z trdjkata prostokatnego S1DS mamy
h +(R—x)? = (R+Xx)?



h12+R2—2Rx+x2 = R? +2Rx + X*
hY = 4Rx
Analogicznie dla trojkata S2ES otrzymujemy
hZ = 4rx.
Poniewaz H =h +h,, wigc
2VRr =2JRx +24/rx
JRr =R +/rx |2
JRT = xR +F)
R
TR
Rr

(WR++rf

X =

. . Rr
Odpowiedz. Promien szukanego okrggu rowny jest X = — .

(WR+rf



