
XVIII Warmińsko-Mazurskie Zawody Matematyczne 

Eliminacje – cykl styczniowy 

Poziom: szkoły ponadpodstawowe 

 

Zadanie 1. Udowodnij, że jeżeli dodatnie liczby wymierne a, b, c spełniają równość 

abccba  222 , to liczba ))()(( 333 abcacbbca   jest też wymierna. 

Rozwiązanie 

Założenie: a, b, c - dodatnie liczby wymierne  

                    abccba  222  

Teza: ))()(( 333 abcacbbca   jest wymierna 

 

Dowód: 

Z założenia abccba  222  wynika, że 222 cbabca  . 

))(()()()( 222223 cabbacbaccbacabbcacabbcabccbabcabca 

analogicznie 

))((3 cababcacb       oraz    ))((3 abcbacabc   

))()()()()(())()(( 333 abcbaccababccabbacabcacbbca   = 

 

))()(()()()( 222 abccabbacabccabbac   

Ponieważ liczby a, b, c są wymierne, więc ))()(( abccabbac   jest też wymierna. 

                                                                                                                                  c.n.d. 

 

Zadanie 2. Liczby 𝑥1 i 𝑥2 są miejscami zerowymi funkcji 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑏𝑥 + 4𝑐, a liczby 

𝑥3 i 𝑥4 miejscami zerowymi funkcji 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑐𝑥 + 4𝑏. Wyznacz wszystkie pary (b, c) 

liczb rzeczywistych, dla których 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 16. 

Rozwiązanie. 

Z warunków zadania wynika, że: 

∆1= 16 ∗ (𝑏2 − 𝑐) ≥ 0 i ∆2= 16 ∗ (𝑐2 − 𝑏) ≥ 0, skąd 𝑏2 ≥ 𝑐 i 𝑐2 ≥ 𝑏. 

Ze wzorów Viete’a: 

𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = (𝑥1𝑥2)(𝑥3𝑥4) = 4𝑐 ∙ 4𝑏 = 16𝑏𝑐 = 16, skąd bc = 1. 

Zatem liczby b i c są jednakowych znaków. 



Przypuśćmy,  że b = c  , wówczas 𝑏𝑐 = 𝑏2 = 1, skąd 𝑏 = 1 lub 𝑏 = −1 i w konsekwencji 

otrzymujemy dwie pary liczb 𝑏 = 1 i 𝑐 = 1 oraz 𝑏 = −1 i 𝑐 = −1. Łatwo zauważyć, że obie 

te pary spełniają warunki zadania. 

Rozważmy, że 𝑏 ≠ 𝑐. Jeżeli liczby b i c są dodatnie, to z warunku 𝑏𝑐 = 1 wynika, że jedna z 

nich jest mniejsza od 1, a druga większa od 1. Załóżmy, że 𝑏 > 1 i 𝑐 < 1. Wtedy jednak  

𝑐2 < 1 i 𝑏 > 1, skąd 𝑏 > 𝑐2, co jest sprzeczne z założeniami zadania. 

Jeżeli natomiast liczby b i c są ujemne, to obie nierówności 𝑏2 ≥ 𝑐 i 𝑐2 ≥ 𝑏 są zawsze 

prawdziwe. Wystarczy więc przyjąć, że 𝑐 =
1

𝑏
, gdzie b < 0. Stąd poszukiwanymi parami są 

(𝑏,
1

𝑏
), gdzie b < 0. 

Odpowiedź. Warunki zadania spełniają wszystkie pary (𝑏,
1

𝑏
), gdzie b < 0. 

 

Zadanie 3. Wyznacz zbiór wartości funkcji 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔4(𝑥2 + 4𝑥 + 20). 

Rozwiązanie: 

Zbiór wartości funkcji 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑥 + 20 jest dziedziną funkcji f(x), więc 𝑝 =
−𝑏

2𝑎
= −2,

𝑞 = 𝑓(𝑝) = 4 − 8 + 20 = 16.  𝑍𝑊𝑔 =< 16, ∞).   

Wobec tego zbiór wartości 𝑍𝑊𝑓 funkcji 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔4(𝑥2 + 4𝑥 + 20) jest równy zbiorowi 

wartości funkcji rosnącej ℎ(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔4(𝑥) , której dziedziną jest zbiór  < 16, ∞)  oraz  

najmniejszą wartością funkcji jest  𝑙𝑜𝑔416 = 2, zatem 𝑍𝑊𝑓 =< 2, ∞).   

Odpowiedź.  𝑍𝑊𝑓 =< 2, ∞).   

 

Zadanie 4. Oblicz pole powierzchni zacieniowanej figury, przedstawionej na rysunku. 

 

 

Rozwiązanie. 

Wprowadźmy dodatkowe oznaczenia. 



 

Pole szukanego obszaru AXY = (pole wycinka koła ABC) – (pole wycinka koła YBC) – (pole 

odcinka koła o środku w punkcie C) – (pole obszaru AXB). 

Pole odcinka koła BY o środku w puncie C = pole wycinka koła BCY – [BCY]. Trójkąt BCY jest 

trójkątem równobocznym (BC = CY = YB), a zatem ∠𝐵𝐶𝑌 = ∠𝑌𝐵𝐶 = 60°. Pole wycinka koła 
YBC jest zatem równe  

60°

360°
∙ 42 ∙ 𝜋 =

8

3
𝜋, 

a pole trójkąta równobocznego BYC wynosi 

42 ∙ √3

4
= 4√3. 

Pole wycinka koła ABC jest równe  

1

4
∙ 42 ∙ 𝜋 = 4𝜋. 

Pole szukanego obszaru AXY = (pole wycinka koła ABC) – 2(pole wycinka koła YBC) + 

[BYC] – (pole obszaru AXB) = 4𝜋 − 2 ∙
8

3
𝜋 + 4√3 − (pole obszaru AXB) = −

4

3
𝜋 + 4√3 − 

(pole obszaru AXB). 

Pole obszaru AXB = pole trójkąta ABC – pole wycinka BCX, zatem 

4 ∙ 4

2
−

45°

360°
∙ 42 ∙ 𝜋 = 8 − 2𝜋. 

Ostatecznie, otrzymujemy: 

−
4

3
𝜋 + 4√3 − (8 − 2𝜋) =

2

3
𝜋 + 4√3 − 8 ≈ 1,02.    

Odpowiedź.  Pole zacieniowanej figury jest równe  
2

3
𝜋 + 4√3 − 8. 

 

Zadanie 5.  Dwa okręgi o promieniach R i r są zewnętrznie styczne. Znaleźć promień okręgu 

stycznego do tych dwóch okręgów i ich wspólnej stycznej. 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

Rozwiązanie. 

Wprowadźmy na rysunku z zadania dodatkowe oznaczenia 

 

 

 

 

 

 

 

 

i przeanalizujmy układ ABS1S2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Z trójkąta prostokątnego CS1S2 mamy 

222 )()( rRrRH   

22222 22 rRrRrRrRH   

RrH 42   

Z trójkąta prostokątnego S1DS mamy 

222
1 )()( xRxRh   
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22222
1 22 xRxRxRxRh   

Rxh 42
1   

Analogicznie dla trójkąta S2ES otrzymujemy 

rxh 42
2  . 

Ponieważ 21 hhH  , więc 

rxRxRr 222   

2|rxRxRr   

 rRxRr   

2|
rR

Rr
x


  

 2rR

Rr
x



  

Odpowiedź. Promień szukanego okręgu równy jest 

 2rR

Rr
x



 . 


