XVII Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Eliminacje — cykl styczniowy
Poziom: szkoly ponadgimnazjalne

Punktacja: 10 punktow za kazde zadanie (zadania rozwigzywane w ,,domu”)

Zadanie 1. Rozwiaz uktad rownan:

(xtytz=1
{1 1 1
—+-—+-=1
Xy z
xyz=-1

Rozwiazanie:

Dziedzing tego uktadusa: x # 0, y # 0, z # 0.

. , . .y, . 1 +z
Drugie rGwnanie moge zapisa¢ w postaci: (*) ~+ yy—z =1

Z pierwszego rownania wyznaczam y + Z:
**)y+z=1-x.

Z trzeciego rbwnania wyznaczam y - Z.

)y z="
Podstawiam (**) oraz (***) do rdwnania (*) 1 otrzymuj¢ rownanie z jedng niewiadoma:
1 1-x 0
x ' =L
X

1
——x(1-x)=0
x

Roéwnanie to dla x # 0 jest rtownowazne réwnaniu x> + x2 —x — 1 = 0.
x*(x+1)—-1(x+1)=0
x+1Dx*-1) =0
x+Dx+Dx—-1)=0
Rozwigzaniem tego rownania sg x € {—1, 1}.
Dla x = 1 otrzymujemy:
y+z=0orazy-z=-1.

Wyznaczamy y z pierwszego réwnania: y = —z 1 wstawiamy do drugiego rdwnania.
Otrzymujemy: —z-z = —1

z2=1
z=1lubz=-1
Dlaz=1y=-1,adlaz=-1y=1.
Dla x = —1 otrzymujemy:



y+z=2o0razy-z=1.

Wyznaczamy y z pierwszego réwnania: y = 2 — z 1 wstawiamy do drugiego rdwnania.
Otrzymujemy: (2—2)-z=1

z2—-2z+1=0
z—-1)2%=0
Czyliz=1orazy =1.
Odpowiedz. Podsumowujac nasz uktad rownan ma trzy rozwigzania:
x=1 x=1 x=-1
{y=1 lub {y=—1 lub {y=1.

Z=—1 Z=1 Z=1

Zadanie 2. Znajdz wszystkie funkcje f :R — R, dla ktérych zachodzi réwnos¢
xf (x)— f(1—x)=5.

Rozwiazanie:

W rownaniu xf (x)— f(1—x)=5 wykonajmy podstawienie: x —1—x . Otrzymujemy
(L-x)f(L—x)—f(x)=5

Potraktujmy te dwa rownania jako uktad z niewiadomymi f(x) i f( 1-x)

{xf (il)i );)(I(—l;))(:) 5 (X)/.:(f %)

Mnozymy obustronnie aby doda¢ stronami dwa rownania i zredukowac f(1-X)

{ @-x)f(-x)-f(x)=

5
(L= x)xf (x)— (- x)f(1-x)=5(1-x)

—f(X)+@—x)xf (x) =5+5@1—x)
f(X)(-1+x—-x*)=10-5x

Dla wszystkich rzeczywistych x;: -1+ x— x% <0, wiec mozemy obustronnie podzieli¢
ostatnie rownanie i otrzymamy wzor szukanej funkcji.
Odpowiedz.

Zadanie 3.
Nie korzystajac z rachunku pochodnych znalez¢ najmniejszg 1 najwigkszg warto$¢ funkcji
okreslonej wzorem f(x) = sin®x + cos®x w przedziale <0; §>.



Rozwiazanie:

Korzystajac ze wzordéw skroconego mnozenia i jedynki trygonometrycznej wzor danej funkcji
po przeksztatceniach ma postac:

f(x) = sin®x + cos®x = (sin?x)3 + (cos?x)3 =
= (sin®x + cos?x)(3cos*x — 3cos?x + 1) = 3cos*x — 3cos?x + 1.
Przyjmujgc za cos®x = t otrzymujemy funkcje
f(@t) = 3t?— 3t+1,gdziet €<0;1 >.

Rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do wyznaczenia najmniejszej 1 najwigkszej wartosci
funkcji kwadratowej w przedziale obustronnie domknigtym. Najmniejsza wartos¢ funkcji f

.1 .
wynosi -, a najwicksza 1.
W tym celu mozemy wykorzysta¢ posta¢ kanoniczng trojmianu

2
F(6) = 3t2 — 3t+1=3(t—§) +i ,gdziet €< 0;1 >.

v

Odpowiedz. Najmniejsza warto$¢ to %, najwigksza 1.

Zadanie 4.
Oblicz, jaki procent pola prostokata stanowi pole zamalowanej figury?

d a a
b b
b b
b b
a a a

Rozwiazanie:



o
N
Nl

o

V

Pole zamalowanej figury jest r6znicg pola prostokata i biatych trojkatow.

Pole prostokata: P, =3a-3b =9ab
1 3 1,3 3 3
Pola biatych trojkatow: P, =2-(=a-=b)+2-(=b-—a)=—ab+—-ab=23ab
ych tréjkatow: B, =2-(Sa--b)+2-(5b--a)=-ab+ -

Pole zamalowanej figury: P =P, — P, =9ab—3ab =6ab

P 100% = 52 10006 - 66 2 %
P 9ab 3

Odpowiedz. Pole zamalowanej figury stanowi 66%% .

Zadanie 5.

W okrag jest wpisany trojkat rownoboczny ABC. Punkt M nalezy do krotszego z tukow AB.
Wykaz, ze AM +BM = CM.

Rozwigzanie:

Nich < ACM = «a. Z twierdzenia sinusOw:



AM = 2Rsina
BM = 2Rsin(60° — a)
CM = 2Rsin(60° + a)

Wiec AM + BM = 2R (sina + sin(60° — a)) = 2R2sin30° - cos(a — 30°)
= 2Rsin(60 + a) = CM



