XVI1 Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Eliminacje — cykl styczniowy

Poziom: szkoly ponadgimnazjalne

Zadanie 1.

Rozwigz uktad rownan:

Xy S+ X= 6
2
ﬁ + X? ~12 "
Rozwigzanie:
U+x=6
Jezeli podstawimy Yy =u, to wowczas otrzymamy uklad: |— % U+ % -12.

Po pomnozeniu drugiego rownania utworzonego uktadu przez 2 oraz po dodaniu stronami

otrzymamy: x*+x=30. Awiec x,=-6, x,=5. Wtedy u, =12, u, =1.

Mamy wigc dwa przypadki:

Przypadek I: > =12, x=-6
X=y

Przypadek 1I: =1 x=5
X=y

Latwo zauwazy¢, ze w przypadku I podany uktad rdwnan nie ma rozwigzan. W przypadku Il
mamy

5-y?=1, czyli y*=4. Stad y,=-2, y,=2.
Ostatecznie rozwigzaniem podanego uktadu rownan sg pary:
=51y, =-2 oraz X, =51Yy,=2

Odpowiedz. Rozwigzaniem sg pary: x =51y, =-—2 o0raz x,=5iy,=2

Zadanie 2.

Ciag (a,) jest okre$lony rekurencyjnie: a; = 2, ap4q =4 — ai dlan € N.

n
Wykaza¢, ze (a,,) jest zbiezny, i wyznaczy¢ jego granicg.

Rozwigzanie.



Wykazujemy najpierw przez indukcje, ze 1 < (a,) < 3, dlan € N. Nastepnie stwierdzamy,
ze ciag (a,) jest rosngcy gdyz:

an+1—an=4—ai—anzw>0dlanEN.

n an
Zatem ciag (a,), jako rosnacy i ograniczony z gory (przez liczbe 3), jest zbiezny.
Oznaczmy przez g jego granice. Po przej$ciu do granicy w rownosci
A,0p41 = 4a, —3 (n€N)
otrzymujemy réwnanie:
g*g=4g—3,skad g=1lubg = 3.

Liczba 1 nie moze by¢ granicg obu ciagu (a,) gdyz a, > 1 dla n € N i ciag (a,) jest
rosngcy. Zatem g = 3.

Odpowiedz. Ciag jest zbiezny i ma granice réwna 3.

Zadanie 3.
Oblicz sumg wszystkich pierwiastkow rownania sin3xcos3x =sin2x W przedziale (0; 7r) .

Rozwigzanie

Korzystajac ze wzoru na sinus podwojonego kata przeksztalcamy lewa strong réwnania do
postaci:

lsin 6x =sin2x
2
Sin6x = 2sin 2x

W oparciu o wzér sin3a =3sina — 4sin’

przeksztalcamy
sin 6x = sin 3(2x) = 3sin 2x — 4sin® 2x
3sin 2x —4sin® 2x = 2sin 2x
4sin® 2x—sin2x =0

sin 2x(4sin2 2X —1): 0

sin2x=0 v sin22x:1
4

|sin2x|:1

2
sin2x:1 Vv sin2x:—1
2 2

sin2x=0 v sin2x:l % sin2x:—l

XE(O;ﬂ')



1 S 7 7 _ 1
XEY—=T, — T, —, —=7, — 7T
12 12 2 12 12

. L o1 V2 11 30 5
Suma rozwigzania rOwnania: —7+—7+—+—7T+—T=—n=—1T.
12 12 2 12 12 12 2

Odpowiedz. Suma rozwiazan réwnania w przedziale (0;7)wynosi %7[ .

Zadanie 4.

Dany jest o§miokat wpisany w okrag. Oblicz jego pole wiedzac, ze pewne cztery kolejne jego
boki maja dtugos$¢ rowna 1, a kazdy z pozostatych czterech kolejnych bokéw ma dhugosé
rowng 3.

Rozwiazanie.

S — $rodek okregu

4o+ 4B =360° czyli P+a=90°

Czworokat DEFS ma jeden z katow prostych i odcinki DS i FS to promienie, ktore
0znaczam przez R.

Z tego wynika, ze DF = RV2.
Kat DEF to kat wpisany rowny potowie kata §rodkowego DSF =3a + 33 = 270°,
stad kat DEF = 135°

W trojkacie DEF z twierdzenia cosinuséw otrzymujemy



(Rv2f =12 +32 -2.1-3-cos135°

2R2:10+2-1-3-§

2R% =10+32
R? =5+152
Pole trojkata DSF: P = % R?2=25+0,75v2
1 342

Pole trojkata DEF: P = 5 1-3-sin135° = e

Pole oSmiokata : P, = 4[2,5 +0,75v2 + #] —10+6+2 .

Odpowiedz. Pole o§miokata rowne jest 10+ 62

Zadanie 5.

Przez punkt wewnetrzny P trojkata ABC poprowadzono proste rownolegte do wszystkich
bokdéw. Wycigty one trzy trojkaty o polach Q, R, T. Jezeli S jest polem trojkata ABC

udowodnij, ze VS = \/5 + VR +T.

C
Q R
T
A B
Rozwigzanie.
C
y
Q B~ R
XIT
A B

Ppapc = Ppapp + Pappc + Pacpa



1IABIh —1|AB| +1|BC| +1|AC| /:
I et b A Rl '
B |IBC| vy |AC| =z
|AB| hy |AB| hy
|AB| - hy = |BC|-h;, |AB|-hy =|AC|" hs
stad
_|AB|hy _|AB|hy
27 el ' BT acl
czyli
X y z
1=—4 4+ _
o h o h
Trojkaty o polach S, Q, R, T sa podobne, czyli
=) s=() 5=(0)
s \n/ ' s \n ’S_h3
Q x R 'y T
S h'’ S hy' s -
Stad
1_x_l_y_l_z_ Q+ R+ T \/5 VR \/T_
hy hy hs S S S VS \/§ S
+ VR +T
1= Ve /- VS
VS

VS=Q+VR+VT c.n.d.

Odpowiedz. Wykazano, ze V/S = \/5 +VR ++T.
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