XVI1 Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Eliminacje — cykl marcowy — obowiazkowy

Poziom: szkoly ponadgimnazjalne

Punktacja: 10 punktéw za kazde zadanie (zadania rozwiazywane w szkole)

Zadanie 1.
Wykaz, ze liczban? + n + 1, gdzie n e N, nie jest kwadratem liczby naturalnej.
Rozwiazanie:
n<n?i+n+1<n?+2n+1
n<nf+n+1<(m+1)>2
Przypu$émy, ze k? =n? +n + 1. Mamy wtedy
n? < k? < (n+1)=2
Wszystkie liczby sa dodatnie ,wigc po wyciagnieciu pierwiastka kwadratowego kazdej z nich
n< k < n+l.

Poniewaz n oraz n+1 to kolejne liczby naturalne, mi¢gdzy nimi nie ma zadnej liczby
naturalnej, wigc nierownos¢ nie jest prawdziwa.

A zatem n? + n + 1 nie jest kwadratem zadnej liczby naturalnej, co nalezalo wykazaé.

Zadanie 2.

Dla jakich wartoéci parametrow m, k (m,k € R), réwnanie x* +mx+k =0 ma trzy
pierwiastki x;, X,, X, takie, ze x; =x, =x3+67?

Rozwigzanie:
Z tresci zadania rownanie x® +mx+k =0ma trzy pierwiastki: X;, X, = X,, X, =X, —6.
Stosujgc wzory Viete’a dla réwnania trzeciego stopnia ax® +bx* +cx+d =0

otrzymujemy

b
X, +X, +X;=——=0
a

Podstawiaja do pierwszego rownania X;, X, = X;, X; = X, —6 mamy

X, +X +%—-6=0

Pierwiastkami rOwnania sa: X, =2, X, =2, X; = 4.



Parametry obliczamy z drugiego i trzeciego réwnania ukladu:
X o Xy +X X3+ X, X =4-8-8=-12=m

X, X, - X; =—16=-k — k=16
Odpowiedz. m=-12, k =16.

Zadanie 3. Korzystajac z wlasnosci trojkata uzasadnic, ze €0s36° —c0s72° = %

Rozwiazanie:

Rozwazmy trojkat rownoramienny ABC, ktorego katy majg miary 36°,72°,72°. Niech BD
oznacza dwusieczng kata przy wierzchotku B, gdzie D nalezy do boku AC tego trojkata.
Przyjmijmy ponadto, ze |BC|=1.

Wowczas
IBC|= |BD|=|AD|=1.
Z drugiej strony z trojkatow ABD 1 BDC tatwo mozna uzasadni¢, ze
|AB|= 2-|AD|-c0s36" =2-c0s36°
oraz
|DC|= 2-|BC|-cos72" =2-cos72".
Poniewaz

1= |AD|=|AC|-|DC| =|AB| - |DC| =2c0s36° —2-c0s72°,

Stad c0s36° —cos72° = % co nalezalo wykazac¢.

Zadanie 4.

Wysokos¢ trojkata prostokatnego ma dtugos¢ h i jest 5 razu krotsza od obwodu tego trojkata.
Oblicz dtugos¢ przeciwprostokatne;.

b

Rozwiazanie:
Niech a, b bedg dtugosciami przyprostokatnych, a ¢ dlugoscig przeciwprostokatne;.

Z tresci zadania wynika, ze
a+b+c=>5h



wiec
a+b= 5h—c.

Z poréwnania dwoch wzordw na pole tego samego trojkata wynika, ze ab = ch.
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
c* = a*+b* = (a+b)?—2ab = (5h—c)? - 2ch.

Z tej rownosei wynika, ze 25h? = 12ch istad ¢ ==h.

Odpowiedz. Dlugos¢ przeciwprostokatnej jest rowna ¢ = i—z h .

Zadanie 5.

Pole podstawy stozka, pole powierzchni kuli wpisanej w ten stozek oraz pole powierzchni
bocznej tego stozka tworzg ciag arytmetyczny. Znajdz kat nachylenia tworzacej stozka do
podstawy.

Rozwigzanie:

Pole podstawy stozka: B, = mr?
Pole kuli wpisanej w stozek: P, = 4mR?

Pole powierzchni bocznej stozka: P, = mrl

Z podobienstwa trojkatow: LA £
r_ R
ViZ=rZ ~ -7
= 2 _ r(l-r)\2 _ r2(1-r)? _ r2(l-r)
Pie = AnR™ = Am(7=3)" = 4o = 4n— 2

Z whasnosci ciggu arytmetycznego: B, + P, = 2P

201
87Trl(l+—rr) =nar(r+1)
r(l—r)




8r(l—71)=(+r1)?
8rl—8r2=012+2rl+1r?
9?2 —6rl+12=0

Br-0D%?=0
3r=1

Odpowiedz. Kat nalezy odczytac z tablic dla cosa = % :



