Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Eliminacje — cykl marcowy
Poziom: szkoly ponadgimnazjalne, 10 punktéow za kazde zadanie

Zadanie 1.

Dana jest koniunkcja dwoch warunkow:

1. x+y+z=28
2. 2x—y=32.

Uzasadnij, ze x >y jezeli x, y,z sa liczbami dodatnimi.

Rozwigzanie.
Z warunku pierwszego i drugiego, po dodaniu stronami, otrzymujemy
60—z

3x+z =60, a stad wyznaczamy x = 3

24 -2z

Po wstawieniu do pierwszego rOwnania otrzymujemy, ze y = i w konsekwencji

_26+z

X—y >0, boz>0.Ztego wynika, ze x >y.

Zadanie 2.
Znajdz wszystkie liczby catkowite spelniajace rownanie: 3- |X| +4-(-1)* =28.

Rozwiazanie.
Rozwazmy dwa przypadki:

1) x- liczba parzysta, catkowita.

Wtedy (-1)* =1 wiec, réwnanie 3-|x|+4 =28, czyli 3-|x|=24 ma rozwigzania
|x|=8:x:8vx=—8

Oba rozwigzania sg parzyste, czyli spetniajg rownanie i zalozenia.

2) X — nieparzysta, catkowita.

Wtedy (—1)* =-1 wigc, rownanie ma posta¢ 3-|x|—4=28. Stad 3-|x| =32 i otrzymujemy

rozwigzania

32 —_32
3 VX=—%,

_ 32 —
M=3=x=
ktore nie sg catkowite, czyli nie spetniajg zatozen.

Odpowiedz. Rozwigzaniami sg liczby x =8 lub x=-8.



Zadanie 3.

Udowodnij, ze jesli aib sa dlugosciami przyprostokatnych w trojkacie prostokatnym, a
Cc jest dlugoscia przeciwprostokatnej, to log.,, a+log. ,a=2log.,,a-log._,a.
Rozwiazanie.

Skoro aib sg dlugosciami przyprostokatnych trojkata prostokgtnego, a ¢ jest dlugoscia
przeciwprostokatnej, to a,b,ce R" i a<c, b<c.Dodatkowo ¢ #b+1, aby podstawa

logarytmu byta r6zna od jednego.

Korzystajac z twierdzenia o zamianie podstawy logarytmu przeksztatcamy
log.,pa+log. ,a=2log.,,a-log. ,a

i otrzymujemy

1 N 1 5. 1 ' 1
log,(c+b) log,(c—b) - log,(c+b) log,(c—b)

Mnozac obie strony rownania przez log, (c + b)- log, (c — b) otrzymujemy
log,(c—b)+log,(c+b)=2.
Korzystajac z twierdzen o logarytmowaniu wyrazen 1 z definicji logarytmu mamy:
log,[(c+b)c—b)]=2
a’=(c-b)c+b)
a*=c’-b?
a’+b® =c?

Odwracajac kolejno$¢ naszego rozumowania otrzymamy, ze teza zadania jest prawdziwa.

Zadanie 4.

Wykaz, ze jezeli a, b, ¢ sg dlugosciami bokow trojkat nie prostokatnego, a o, sg katami
1ga a’+c? —b?

1gp - b2 +c?—a?

wewngtrznymi lezgcymi naprzeciw bokow o dlugosciach a, b, to

Rozwiazanie.



) C . a . b
Z twierdzenia sinusow : Sing=—, sinf=—,
2R 2R

a z twierdzenia cosinusOw

b +c* —a’ a®+c?—b?
cosqg=————, CSff=————.
2bc 2ac
Stad
a a’+c’-b’
tga _sina-cosB 2R 2ac _at+c?-p?
g8 cosa-sinf b’+c’-a® b b*+c’-a’
2bc 2R
Zadanie 5.

Na okregu, ktoérego promien ma dtugo$¢ r opisano trapez rownoramienny. Oblicz dlugosé
promienia okrggu opisanego na tym trapezie, wiedzac, ze kat wewnetrzny pomigdzy
ramieniem trapezu, a jego krotszg podstawg jest rowny o .

Rozwigzanie.

-

Oznaczmy przez a, b dlugosci podstaw trapezu (a <b), przez m dtugo$¢ jego ramienia,
aprzez d dtugos¢ przekatne;.

, L. o 2r a r . . .
Z rownosci: sin(180° —a)=— oraz tan_—=— wyliczamy odpowiednio m i a
m 2 5
2r 2r
m=— I a=
sina tan &

. a sina . . ., .

Korzystajac ze wzoru tan— =——— mozemy M | a zapisa¢ w postaci
2 l+cosa
2r . 2r(1+cosa)
m= i a=——""""2-.

sina sina



Nastepnie z twierdzenia cosinuséw d” =m? +a* — 2macosa , po podstawieniu m i a

obliczamy
g 2ry1+ (sina)?

sin o

. J1+ (sina)?
=2R otrzymujemy R:ﬂ.

Stosujac twierdzenie sinusow: — —
smo (sina)




