XVIII Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Eliminacje — cykl lutowy
Poziom: szkoly ponadpodstawowe

Punktacja: 10 punktow za kazde zadanie (zadania rozwigzywane w ,,domu”)

Zadanie 1. Funkcja f: R — R spelnia warunek:
1. f(x+y)=f(x)+ f(y) dladowolnych x,y liczb rzeczywistych,
2. f(1)=1.

Wykaz, ze funkcja f(x) jest: 1) nieparzysta, 2) f(q) = q dla dowolnej liczby wymiernej q.

Rozwiazanie.
1) Po pierwsze zauwazmy, ze dla x = y = 0 mamy f(0) = f(0) + f(0), a stad f(0) = 0.
Przyjmujac nastgpnie y = —x otrzymujemy
0=/,(0)=f(x—x) =)+ f(—x),
istad f(—x) = —f(x).
2) Zauwazmy, ze
f@2x)=flx+x)=f0)+ fx) =2f(x),
fBx) =fQx+x) =f(2x)+ f(x) =2f(x) + f(x) =3f(x)
flax) = fBx +x) = f(Bx) + f(x) = 3f (x) + f(x) = 4f (x)

(*) fx) =f(n—Dx+x)=f(n—Dx)+f(x) =@ - 1Dfx)+ f(x) =nf(x)
Teraz dla dowolnej liczby wymiernej dodatniej g = % , gdzie n,m € N korzystajac z
otrzymanego wzoru mamy (*)

F@ =f(3)=fG 4ty =nf ()

dodatkowo mamy 1 = % + % + -+ % , €0 po wstawieniu do rownania (*) daje wynik

1= =f(5)= ettt =mr (o)

m

1
1=mf ()
1 1
() =m
W rezultacie dlan,m € N
n n
G =m

Z nieparzystosci funkcji i whasnosci f(0) = 0 otrzymujemy f(q) = g dla dowolnej liczby
wymiernej.

c.b.d.o



Zadanie 2. Wykaz, ze rownanie Sin X-Sin2x-sin3x =1 nie ma rozwigzania.

Rozwiazanie

Wykorzystamy wzor: sin ¢ -sin 8 = %[cos(a — B)—cos(a + p)]

sina-cos g = 1[sin(oz + f) +sin(a —ﬂ)]
2

sin2a =2sina - Cos

sin x-sin 2x-sin3x = %sin 2x[cos 2x — cos 4x] = %sin 2X - COS 2X —%sin 2X-COS4X =

— Lsinax —l[sin 6x +sin(-2x)] = L sin ax —E[Sin 6x +sin 2x| =
4 4 4 4

zisin4x—£sin6x+lsin2xs£+1+1:E,
4 4 4 4 4 4

. 1 . 11
oniewaz Sina € |—1 1|, wiec —Sina | ——; =
P [-21], wie - { J 4}

Z powyzszego wynika, ze dla kazdego X € R wyrazenie Sin X -sin 2x -sin 3x < % , Zatem

réwnanie Sin X -Sin 2x-sin 3Xx =1 nie ma rozwigzania.

c.n.d.

a —a
Zadanie 3. Ciag (an) okreslony jest nastgpujaco: a; =8, n+l 1 " -g" dlanx1.
n+
Obliczy¢ a,yy,.
Rozwiazanie:

Z zaleznosci rekurencyjnej dostajemy kolejno

a . —a +(N+1B" =a  +n-8 +(n+18" =a_,.+(N—18"* +n-8"+(n+18" =...
—a, +2-82+3-8+...+n-8" +(n+18"",

Poniewaz a; =8, to a, =8+2.82+3.8%+...+n-8"

Z rownosci tej wynika, ze



a, _8an :(8+2'82 +3-8° +...+n-8”)—(82 +2.84+3.8 +...+n_8n+1):

=8+8 +8 +...+8"—n-8""

-1(, 1-8" 8" (7Tn-1)+8
a =—: 8 . -n- 8n+1 -\ =
Zatem n Ty ( 1-8 ] 49 _
82009.14055 + 8
Stad w szczegolnosci 5008 = 29

2009
OdeWiedi' azaos = i 12355 +8 .

Zadanie 4. Do zbioru Z nalezg pierwiastki rownan bedace liczbami naturalnymi:

1

x X\ ——
|x2_4‘x_5|=x—5’ x3—7X2+14X—8=0, 16m=4.(%)2x+5.

Ze zbioru Z losujemy trzy cyfry (losowanie ze zwracaniem) uktadajac je, w kolejnosci
losowania, w liczbe trzycyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania:

a) liczby o roznych cyfrach,
b) liczby podzielnej przez 5.

Rozwiazanie.
(1) |x2—4x—-5|=x-5
11) |x-=5|lx+1]=x-5

Dla x <5 lewa strona rownania przyjmuje warto$ci nieujemne, a prawa strona wartosci
ujemne, czyli dla x < 5 rownanie nie ma rozwigzania.

Dla x > 5 rownanie (1.1) ma posta¢: (x —5)(x +1) =x—5
x=5)x+1)—-(x-=5)=0
x=5)x+1-1)=0
x(x—=5)=0
x=0 lub x=5

X = 0 nie nalezy do rozpatrywanego zbioru.
Rozwigzaniem réwnania (1) jest liczba 5.

(2 x*—7x*+14x—-8=0

Stosujac schemat Hornera:

1 -7 14 -8
1 1 -6 8
1 -6 8 0

Rownanie (2) ma postaé:  (x — 1)(x2 —6x +8) =0
x-1Dx-2)x—4)=0



x—1=0 lwub x—2=0 lub x—4=0
x=11Ilub x=2 lub x=4
Rozwigzaniem rownania (2) sg liczby 1, 2, 4.
1
X 2%\2x+5

(3) 16713 =4- <_>
8
4x 1

2x+3 = 22(2%73)2x+5

4x x—3
2%+3 = 22 . 22x+5

4x x—3

2m=22x+5+2
4x _ x—3 492
x+3 2x+5

4x _5x+7

x+3 2x+5
8x% 4+ 20x = 5x% + 22x + 21
x> —=2x—-21=0

2—-16 —14 2+ 16
A= 256, VA=16, x;= — = &N, x, = =3

Rozwigzaniem réwnania (3) jest liczba 3.

Zbidr rozwigzan Z = {1,2,3,4,5}
543 _ 12

53 25
1

b) P(B) =27 =2

a) P(A) =

Odpowiedz. Prawdopodobienstwo wylosowania liczby o roznych cyfrach jest rowne % ,a

liczby podzielnej przez 5 jest rowne % .

Zadanie 5. Wyznacz pole przekroju ostrostupa , ktoérego podstawg jest kwadrat o boku a, jego
wysokos¢ jest krawedzig boczng o dhugosci 4a poprowadzonego ptaszczyzng przechodzaca
przez srodki krawedzi podstawy wychodzace z jednego wierzchotka 1 rownolegla do jego
wysokosci.

4da




Rozwiazanie:

S1

da

Przekrojem ostrostupa ptaszczyzng spetniajacg warunki zadania jest AA; B1S;.

1
PpaBs, = > |A1By| - Dy S|

. |siDy| _ IsDI
AD{BS;~ADBS (kkk),wiec 5D — 15DI
av2 av2
IBD| = av2,  IBDi|=——, ISDI=4a,  |AiBi|=——,
zatem % = :Tai =>hy, = a
4
_1 a2 d*\2
Paaspisy =3 5@ = =4~

a2

Odpowiedz. P4 ps, = %

1S1D4] = hprz



