XVII Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Eliminacje — cykl lutowy
Poziom: szkoly ponadgimnazjalne

Punktacja: 10 punktow za kazde zadanie (zadania rozwigzywane w ,,domu”)

Zadanie 1. Rozwiaz nierdwno$é¢ 4% — 2 - 52% < 10%,

Rozwiazanie:

Niech 2*¥ = u, 5* = v, wowczas U, V sg liczbami dodatnimi, za§ dana nieréwnos¢ przyjmuje
postac

u?— 2v2<u-v.
Stad, po przeksztatceniach, otrzymujemy
(u+v)(u—2v) <0,
aleu +v >0, zatemu — 2v < 0, czyli % < 2. Stad x > logg 42.

Odpowiedz. x > logg 42.

Zadanie 2 Rozwigz rownanie: cos(4—”j + % x2 =—4x—-9.
X

. . 4 1
Rozwiazanie: Przeksztal¢my do postaci rownowazne;j COS(—”J = 5 X2 —4x-9
X

Sprawdzmy czy to réwnanie ma szans¢ mie¢ jakiekolwiek rozwigzanie czyli czy jest cze$¢
wspolna zbiorow wartosci funkcji po lewej stronie rownania i po prawej.

Zbior wartosci funkcji y = cos(4—7[] =ZWF:ye<-1 1>
X

Zbidr wartosci funkcji y = —% x> —4x-9 = ZWF:ye (-, -1> wierzchoek W(-4, -1)

Czyli jedyne miejsce gdzie funkcje sg rowne jest w punkcie o rownych wartosciach, czyli
dla y=-1.

Funkcja kwadratowa ma w tym punkcie wierzchotek czyli y=-1 dla x=—-4.



cos(4—”j=—1 :>4—7T=7r+2k7z, gdzie keC
X X

4
2k +1

Liczymy dla jakich x: A =X+ 2kaix = x=

da k=-1 =x=-4
Odpowiedz. Rozwigzaniem roéwnania jest x = -4

Zadanie 3.

logZ3+log, 16
log, 3-log, 48 +log2 4"

Obliczy¢:

Rozwiazanie:

Korzystajac z wlasnos$ci logarytmow otrzymujemy

logZ3+4lo 6
log; 3 +log, 16 log; 3+4log, 2 9 9 5

log, 3-log, 48+log24  log, 3-log,(3-16)+log24  log, 3-(log, 3+ log, 16)+ log2 4

log: 3+4(log, 6—log,3)  logZ3-4log;3+4 (logs3-2)° (log, 3-log,36)"

" logZ3+2log,3-log, 4+ log? 4 (log,3+log, 4  log?12 log212

log?
— 2

_ %1 (log,12)°
log: 12 log; 12

Odpowiedz. Wartos¢ wyrazenia rowna jest 1.

Zadanie 4. Trzy rowne okregi parami zewnetrznie styczne ograniczajg trojkat krzywoliniowy

(obszar zakreskowany na rysunku). Oblicz pole tego trojkata, wiedzac, ze promien okregu
opisanego na figurze utworzonej z wymienionych trzech okregéw jest rowny R.

Rozwiazanie:



Srodki matych okregdw tworza trojkat rownoboczny o boku rownym dtugosci dwoch
promieni: 2r.

Pole trojkata krzywoliniowego jest rowne roznicy pola trojkata utworzonego przez trzy srodki
malych okregdw i sumy pol trzech wycinkéw matych kot wycietych przez trdjkat utworzony
przez srodki matych okrggow.

a=2r

Promien R okrggu opisanego na podanej figurze jest rOwny sumie promienia I matego okregu
1 dtugosci odcinka x

x=2h , h = aﬁ,
3 2
czyli
_2.,V3_ 23
YT TS
Stad R=r%§+r=r2\/§+3
. 3R V3R V3R(2-/3
Wyznaczamy r: by i :% )= R(2V3 - 3)
r=R(2V3 —3)
Wyznaczam pole trojkata: P, = (2r)? ? =123

Wyznaczam pole wycinka kota. Katy w trojkacie rownobocznym maja po 60° czyli pole

wycinka jest rowne % pola kota: B, = %nrz

Wyznaczam pole szukanej figury:
P; =P, —3P,



pr=rtB -3 gt =rt(B-3) = @3- (B -3)
P =R*(2V3-3) (V3-3)
Pr = 3R?(7 — 4V3) (\/§ _ %)

Odpowiedz. Pole figury jest rowne Py = 3R%(7 — 4+/3) (\/§ — g)

Zadanie 5.
Wykazaé, ze jezeli a, b, ¢ sg liczbami dodatnimi takimi, ze ava +bvb =cc , to s3 one

dlugosciami bokdéw trojkata rozwartokatnego.
Rozwiazanie:
Zalozenie:

a, b, ¢ - liczby dodatnie
ava +bvb =cvc

Teza:

a, b, ¢ sa dlugosciami bokow trojkata rozwartokatnego
Dowod:
Z réwnosci podanej w zatozeniu wynika, ze a<c i b<c.

1. Aby wykazaé, ze liczby a, b, ¢ s3 dlugosciami bokow trdjkata wystarczy udowodnicé,

7ze a+b>c
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2. Nalezy teraz udowodnié, ze trojkat o bokach a, b, ¢ jest rozwartokatny, tzn.

+b

a?+b? <c?.
Istotnie

a’+b’ :(a\/a)-\/a+(b\/5)-\/5 < (a\/a)-\/E+(b\/B)-\/E :(a\/5+b\/5)-\/3 = (c\/E) c=c’

Na podstawie punktu 1 1 2 wynika, ze trojkat o bokach dtugosci a, b, ¢ jest rozwartokatny.



