XVl Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Eliminacje — cykl listopadowy - rozwiazania
Poziom: szkoly ponadpodstawowe

Punktacja: 10 punktow za kazde zadanie (zadania rozwigzywane w ,,domu”)

Zadanie 1. Rozwigz rownanie 1+— +—=1,9dzie X,y,ze N, .
X y z

Rozwiazanie.
Zatézmy, ze trojka (X, Y, z) spetnia rownanie oraz X<y <z.

1. Jesli x>3,to 1<1 l<1 1<—
x 3 y 3 z 3
1 1 1 1 11 .
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2. Gdy x=3,t0 §+—+—:1.Zatem 2yz=3(y+2)
y z
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4, Jezeli x=1,to i + 1 =0, co jest niemozliwe.
Z



Ostatecznie przy przyjetym ustawieniu X <y <z rozwigzaniem rownania sg trojki liczb:
(3,3,3), (2,3,6),(2,4,4).

Poniewaz dzialanie dodawania jest przemienne, wiec rozwigzanie (x,y, z) moze by¢
dowolnym ustawieniem kazdej z otrzymanych trojek liczb.

Odpowiedz. Rozwigzaniem (x, y, z) rownania sg trojki liczb: (3,3,3), (2,3,6),(2,6,3)
(3,2,6), (3,6,2) (6,2,3),(6,3,2),(2,4,4),(4,2,4),(4,4,2)..

Zadanie 2. Liczbe 2007 przedstaw w postaci roznicy kwadratow dwoch liczb naturalnych. Ile
rozwigzan ma to zadanie? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwiazanie.
Niech x, y bedg liczbami naturalnymi dodatnimi takimi, ze X > Y. Z tego wynika, ze
x+y>x—y>0
Liczbg 2007 mozna przedstawi¢ na trzy sposoby:
2007 =2007-1 = 669-3 = 223-9,
a roznic¢ kwadratow liczb w postaci:
x?—y?=(x+y)(x—y).
Otrzymujemy stad alternatywe trzech uktadéw rownan:

{x+y=2007 lub {x+y=669 lub {x+y=223
x—y=1 x—y=3 x—y=9

Rozwigzujac te uktady dostajemy rozwigzania:

{x=1004_ {x:336_ {x:116
y=1003 ' ly=333" ly=107

Odpowiedz. Wynika stad, ze zadanie ma trzy powyzsze rozwigzania.
Zadanie 3. Oblicz, ile jest liczb dziewigciocyfrowych, w zapisie ktorych nie wystepuje zero,
natomiast wystepuja doktadnie dwie czworki i trzy piatki.

Rozwiazanie.

9
1. Wybieramy miejsce dla dwoch czworek: (2} =36.

. . 7
2. Po ustawieniu czworek teraz wybieramy miejsce dla trzech piatek: (3} =35.

3. Na pozostatych czterech miejscach mogg wystapi¢ cyfry: {l, 2,3,6,7,8, 9}. Tych
mozliwosci bedzie: 7* = 2401.



Zatem liczb spetniajacych warunki zadania bedzie:

9\ (7 _,
, || 5| 7 =36-35-2401=3025260

Odpowiedz. Liczb spetniajgcych warunki zadania jest 3025260.

Zadanie 4. Wykaz, ze jezeli boki trojkata maja dlugos¢ odpowiednio a,b,c i spetniona jest
1

, to jeden z katow ma miare 60°.

réwnos¢ + =

a+b b+c a+b+c
Rozwiazanie.

1 3 . . . s

Warunek + = jest rownowazny zaleznos$ci

a+b b+c a+b+c

(a+2b+c)Ya+b+c)=3@a+b)b+c),

(*) a’ +c” =b” +ac.

Z twierdzenia cosinusOw mamy:
b? =a® +c? —2accos 3.
Podstawiajac do réwnania (*), otrzymujemy aC(2 cos —1) =0,

Skad cos g = %

Zatem S =60°, co nalezalo wykazad¢.
Zadanie 5.

Wyznaczy¢ najdtuzszy bok trapezu prostokatnego wiedzac, ze najkrotszy bok o dtugosci 1
jest wysokoscig tego trapezu i jego kolejne boki tworzg ciag geometryczny.

Rozwiazanie.
Najkrotszy bok ma dtugosé 1, czyli q > 1. Wtedy q®>¢?>>q.

Tylko taki uktad bokow jak na ponizszym rysunku spetnia warunki zadania:



Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:
12+ (¢° — 9)* = (¢*)*
1+q®—2q*+q%*=q*
*) q®—=3q*+q*+1=0

Z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspétczynnikach catkowitych
wynika, ze jedynymi pierwiastkami wymiernymi réwnania (¥) mogg by¢ liczby (—1) oraz 1.
Stosujac schemat Hornera wyznaczamy pierwiastki rownania (*). Sa to liczby (—1) oraz 1.
Roéwnanie (*) ma postaé:

(@-D@+1D(*-2¢°-1)=0

q*—2g*-1=0
q*—2¢*+1-2=0

Rozwigzuje rOwnanie :

(¢*-1D*=2
g?—1=2 Y > —1=—2
q>=v2+ 1 v *=—2+1
gq=v1+v2 vqg=—1++2 \Y% réwnanie sprzeczne

Roéwnanie (*) ma cztery rozwigzania {— 1++2, -1,1,V/1+ \/7} , ale tylko jedno spetia
warunek zadania g > 1.

Rozwigzaniem tym jest g = v/ 1 + /2.
3
Zatem najdtuzszy bok ma dlugoéé ¢3 = (\/ 1+ \/7) = V2VZ+6+3V2+1=+7+5V2.

Odpowiedz. Najdtuzszy bok ma dtugosé v 7 + 5v2.



