XVI1lI Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Eliminacje — cykl listopadowy
Poziom: szkoly ponadgimnazjalne

Punktacja: 10 punktéw za kazde zadanie (zadania rozwiazywane w domu)

Zadanie 1.
Rozwigz réwnanie % + % + % = 1 w zbiorze liczb catkowitych.
Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze X 1 Y nie moga by¢ rowne 0. Dane rownanie jest rownowazne rOwnaniom:
" y+x+1=xy
" xy—y—x+1=2
m yx—-1)—-(x—-1)=2
s x-Dly-1)=2.
Odpowiedz. Jedynymi liczbami catkowitymi spetniajacymi te rownanie sg liczby:

Xx=21y=3 lub x=3 iy=2.

Zadanie 2.

Dhugos¢ ramienia trapezu jest rowna 5, a odlegtos¢ srodka przeciwlegltego ramienia od niego
jest réwna 10.Znajdz pole trapezu.

Rozwigzanie:
E
5
K
A B
AB =a
DC=b

DK=h



Trojkat FEG jest podobny do trojkata FHD ( bo prostokatne oraz £F wspo6lny) czyli tez
podobny do trojkata AKD.

Stad wynika stosunek odpowiednik bokéw w trojkatach FEG i AKD

i:%, oraz FE=a+b
FE 10 2
FE -DK =50

a+b.h:50

Pypcp =50

Odpowiedz. Pole trapezu jest rowne 50.

Zadanie 3.

Wykaz, ze dla dowolnych, dodatnich liczb a, b, ¢, spelniajacych warunek a-b-c=1
prawdziwa jest nierownos¢:

ab+bc+ac+a+b+c>6

Rozwigzanie

Z warunku a-b-c=1 otrzymujemy c= ib
al

Przeksztalcamy lewa strone nierdwnosci

ab+bc+ac+a+b+c=ab+b-i+a-i+a+b+L=ab+l+l+a+b+L=
ab ab ab a b ab

=(a+l)+(b+l)+(ab+i)22\/a-l+2\/b~l+2\/ab-L =2+2+2=6
a b ab a b

ab

Przy dowodzie skorzystano, ze zwigzku migdzy $rednig arytmetyczng, a geometryczng.

Uwaga.

Warto réwniez pamietaé, ze %+ b > 2 dla dowolnych dodatnich liczb a i b, co mozemy
a

pamigtac, ze suma dodatniej liczby i jej odwrotnosci jest wigksza rowna 2.

Stad a+122.
a

Zadanie 4.

Znajdz takg najmniejszg liczbe naturalng n, aby liczby n+1 oraz n-110 byly kwadratami
liczb naturalnych.



Rozwiazanie:

Niech n+1=x? oraz n—110= y? dla pewnych liczb naturalnych x i y. Wowczas

odejmujac stronami otrzymujemy:
11=x*—y* =(x—y)x+y).
Ale 111=3-37=1-111 czyli:
albo x—y=3 i x+y=37, albox—y=1 i x+y=111.
Stad mamy
x=20 i y=17 lub x=56 i y=55.

Odpowiedz. Najmniejsza wicc liczba n jest n = x> —1=399.

Zadanie 5.

Wykaz, ze w trdjkacie o bokach a, b, ¢ i wysokosciach odpowiednio réownych h_, h,, h,,

prawdziwa jest rownos$c:
1 1 1

(a+b+c)-(l+—+—):(ha+hb+hc)-( +—+—).
a b c h, h, h,
Rozwigzanie:

Niech S oznacza pole trojkata. Wtedy

s=2an =Lpn =Llen
2 &M =5 =5

Stad
2S 2S 2S
a=—, b=—, cC=—
ha hb hc
1 11 2S 2S 25 h, 1 1 1,1
a+b+c)-(+=+2)=(—+—+— &4+ 2> +-—=)=2S +—+—)-—-(h,+h,+h )=
( R Gt )(2S 2 23) G ) s et hoeh)
1 1 1
=(h,+h, +h) - (—+—+—
(a b c) (ha hb hc)

c.n.d.



