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Rozwigzania
) ) 1111 . .. ) :
Zadanie 1 Czy z ciggu geometrycznego 1, IR TI mozna wybra¢ nieskonczony ciag
1
geometryczny o sumie:  a) - b) = ?

Rozwigzanie:
Nieskoriczony ciag geometryczny utworzony z wybranych wyrazéw danego ciggu musi mieé¢

pierwszy wyraz postaci a; = o5 gdzie k jest liczba catkowita nieujemna i iloraz ¢ = 27 gdzie

s jest liczba catkowita dodatnia. Stad jego suma jest rowna

ar 2% - 95—k
l—q 1-— % 25 — 1
s—k
a) Rownosé T zachodzi dla s = k = 3. Zatem z danego ciagu mozna wybraé

nieskoriczony ciag geometryczny

11 1 1
8 82 83 g7
0 sumie réwnej %
b) Z réwnosci
27k 1
2-1 5

wynika, ze
2°—1=5.2"""

Lewa strona jest liczba nieparzysta, wiec s = k. Dostajemy zatem
28 —1=25,
co nie jest mozliwe. Zatem z danego ciggu nie mozna wybraé¢ nieskoriczonego ciggu geome-

trycznego o sumie 5

Zadanie 2 Wykazaé, jesli a, b, ¢ sa roznymi od zera liczbami rzeczywistymi, to co najmniej
jeden z trojmianéw ax? + 2bx + ¢, ba® + 2cx + a, cx® + 2ax + b ma pierwiastek rzeczywisty.

Rozwigzanie:
Przypusémy, ze zaden z tréjmiandéw nie ma rzeczywistego pierwiastka. Wowcezas ich wyrédzniki
sa ujemne. Dostajemy zatem nastepujace nieréwnosci:

40 — 4ac < 0
4a® — 4be < 0 .
4¢? — 4ab < 0



Po podzieleniu kazdej z nich przez 4 i dodaniu dostajemy nier6wnosc:
a® 4+ b+ —ab— ac — be < 0.
Poniewaz a? — 2ab + b* = (a — b)? > 0, wiec
a® + b* > 2ab.
Analogicznie

A+ b% > 2h

a’® + 2 > 2ac.
Dodajac te nieréwnosci stronami dostajemy

2a% + 2b% + 2¢% > 2ab + 2ac + 2be,

co jest rbwnowazne
a2+ b+ —ab—ac—be> 0.

Z otrzymanej sprzecznosci wynika, ze wszystkie wyrézniki nie moga jednocze$nie by¢ ujemne,
a to oznacza, ze co najmniej jeden z trojmianéw ma rzeczywisty pierwiastek.

Zadanie 3 Funkcja f(z) = V& —2 + o —/8z — 16 jest stala na pewnym przedziale.

Wyznaczy¢ ten przedziat.

Rozwigzanie:
Dziedzina naturalna funkcji jest okreslona warunkami:

D r—22>0
' T—\8r—16>0 °

Pierwszy warunek jest rownowazny x > 2 i przy tym zatozeniu:
V8 —-16>0&r>V8r - 162" >8r - 162> -8r+16> 0« (v —2)> > 0.

Zatem drugi warunek nie daje nowych ograniczen i D =< 2,400). Przeksztalcamy teraz
funkcje nastepujaco:

f(x):\/x—Z—i—\/x—2—\/8x—16+2:\/x—2+\/x—2—2\/§\/x—2—|—2:

Vima+/(Vam2 -V = Ve =2+ Ve =2 - V3|

W dziedzinie funkcji v — 2 — V2 >0daz > 4, ar—2— V2 <0dlaze< 2,4 > W
tym drugim przypadku |[vz — 2 — V2| = —=(vVz — 2 — /2) i dla 2 €< 2,4 > dostajemy:

f@)=vVr—2+Vz—-2-V2| =V —2—-(Vr—2-V2)=V2.

Zatem funkcja f jest stala na przedziale domknietym < 2,4 >.

Zadanie 4 Na bokach BC, C'Ai AB trojkata ABC o polu S leza odpowiednio takie punkty
A, B, C, ze
|BA'| _|CB'| |JAC'| 4

|A'C|  |B'A]  |C'B| 5




Wyznaczy¢ pole trojkata A'B'C'.

Rozwigzanie:
Najlepiej jest skorzystaé¢ z nastepujacego wzoru na pole trojkata:

S = éab sin a,
gdzie a,b sa dlugosciami dwoch jego bokéw, a o miara kata pomiedzy tymi bokami. Pole
trojkata A’B'C’ obliczymy odejmujac od S pola trojkatow AC'B', BA'C' i CB'A’. Z
CB'| |AC'| 4

|\B’A|  |C'B| 5

wynika, ze [AC'| = §|AB| i |AB'| = 3|AC|. Poniewaz trojkaty AC'B’' i ABC majg wspolny
kat (miary a)) przy wierzchotku A, wiec pole trojkata AC'B’ jest rowne:

1 4 5) 20
g = =+ =|AB| - =|AC|sina = —5.
Saacs ) 9| | 9] C|sin« 815

W taki sam sposob otrzymujemy Saparcr = Sacpa = %S. Stad pole trojkata A’B'C’

20 7
Saapcr =85—3- 8—15 = ﬁS'

Zadanie 5 Bok AB kwadratu ABC'D obr6cono o kat ostry miary a wokol prostej taczacej
srodki bokow AB i C'D do potozenia A’B’. Wyznaczyé¢ objetosé otrzymanego w ten sposob
czworos$cianu A’ B'C'D majac dhugos$é boku kwadratu réwna a.

Rozwiazanie:
Jesli w ten sam sposob obrocimy wierzchotki C', D do potozenia C’, D', to otrzymamy prosto-
padtoscian AB'BA’DC'CD’ o wysokosci |AD| = a, ktérego podstawa jest prostokat AB'BA’
o przekatnych dhugosci a, ktore przecinaja sie pod katem a.

a“sin o
Zatem pole podstawy prostopadtoscianu wynosi

a®sin o

2

, a objetos¢ prostopadloscianu

Vp =

. Objetos¢ czworoscianu A’ B'C'D obliczamy odejmuja od objetosci Vp objetosci
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czterech czworoscianow AB'A'D, BB'A'C, CC'DB’ i CD'DA’. Kazdy z nich ma podstawe o
polu réwnym potowie pola podstawy prostopadloscianu i te sama wysokosé co prostopadto-
Scian. Stad objetos¢ kazdego z nich jest rowna %Vp. Zatem objeto$¢ czworoscianu A’B'C'D

wynosi
1 1 a®sin o
Vagep=Vp—4-=Vp==-Vp = .
A'B'CD P 6P =3'P 6




