XV Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Zadania i rozwiazania
Zadanie 1.

Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze p? + 14 jest liczbg pierwsza.

Rozwiazanie:
Niech p bedzie liczba postaci:
a) p=3k+1,keN.

Wtedy p? + 14 = (3k + 1)? + 14 = 9k? + 6k + 15 = 3(3k? + 2k + 5).
Zatem p? + 14 nie jest liczba pierwsza.

b) p=3k+2keN.

Wtedy p? + 14 = (3k + 2)? + 14 = 9k? + 12k + 18 = 3(3k? + 4k + 6).
W tym przypadku réwniez p? + 14 nie jest liczba pierwsza.

c) Wsrdd liczb postaci p = 3k, k € N jedyng liczbg pierwszg jest liczba 3.

Wtedy p? + 14 = 9 + 14 = 23 i liczba 23 jest liczbg pierwsza, czyli spetnione s3
warunki zadania.

Odpowiedz. Jedyna takg liczbg p jest 3.

Zadanie 2.
Wykaz, ze jesli liczby a4, a,, ..., a, rézne od zera sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego,
to
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Rozwiazanie:
Z zatozen zadania wynika, ze

a, —ay =0z — Ay =+ = Ay — Ay = T, gdzie r jest r6znicg ciggu arytmetycznego (a,,).



Jesli r = 0, to rownos¢ jest oczywista.

Jeslir # 0, to
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Zadanie 3.
Dana jest funkcja
f(x)=4*+202m+1)-2X +4m? -5, xeRr.

Dla jakich warto$ci m € R nierowno$¢ f(x) > 0 jest prawdziwa dla wszystkich x € R?

Rozwiazanie:

Nierownos¢ f(x) > 0 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x wtedy i tylko wtedy, gdy
réwnanie

t24+2(2m+1)-t+4m?—5=0,gdziet = 2*I > 1,
nie ma pierwiastkow lub ma pierwiastki mniejsze od 1, czyli gdy spetnione s3 warunki:
a) A<O
lub
b) A=0 A t, <1
lub
c) A>0 At,<1 Ag(1) >0, gdzie g(t) =t>+2(2m+ 1)t + 4m? — 5.

A=4(4m? +4m+1) — 4(4m? —5) = 16m + 24

tw=z=—(2m+1)

g =1+22m+1)+4m? —5=4m? + 4m — 2



Q) A<0o16m+24<0om<—2ome(—m-2)
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Inny sposob obliczenia punktu c) z wykorzystaniem wzoréw Viéte’a:

AS0OAN (t—-D(t,— 1) <0 A (t;,—1D(t,—1)>0

—b
(t1—1)+(t2—1)<0<=>t1+t2—2<0=>7—2<0=>—2(2m+1)—2<0

os2m+2>0m> —1,

t-Dt -1 >0ttt —(h+6)+1>00+2+1> 0 4m?> -5+

22m+1) +1> 0 4m? + 4m — 2 >O@me(—oo;—lzﬁ)u(_lzﬁ;+oo).

Otrzymujemy zatem:

m > —% A m>-1 A\ me (—00;— 1+2\/§) U (_1;\/5; +00) & me (_1?@; +00)

Odpowiedz.
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Zadanie 4.

W kat ostry wpisujemy okregi styczne do ramion kata i do siebie. Wykaz, ze promienie tych
okregow tworzg cigg geometryczny i wyznacz zaleznos$¢ ilorazu tego ciggu od miary kata.

Rozwiazanie:

Niech
0 — wierzchotek kata ostrego o
Oy — $rodek k-tego okregu.
Wtedy
Te =100l -sing i Tips = (100k] = Tic = Tis) - sin 3.
Stad
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Thke1 =Tk — T SlnE— Tk+1 'SlnE

Ti+1 (1 + sin %) =Ty (1 - sin%)

. a

Tier1 1- sin~
- . a

Tk 1+51n7

Zatem promienie okrggow tworzg cigg geometryczny o ilorazie
. a
1- sin~

1+sin%



Nalezy zauwazy¢, ze poczawszy od dowolnie wybranego miejsca (okregu) mamy dwa ciggi
geometryczne: malejacy o podanym wyzej rozwigzaniu oraz cigg geometryczny rosnacy o
ilorazie

. a
1+51n7
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Odpowiedz. Mozna wskaza¢ dwa ciggi malejgcy i rosnacy poczgwszy od dowolnego miejsca.

Zadanie 5.

Dany jest zbior wieloscianoéw wypuktych o pigciu wierzchotkach wpisanych w sfere o promieniu
jeden. Wyznacz najwigksza objetos¢ wielo$cianu w tym zbiorze.

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze wieloScian wypukly o pigciu wierzchotkach ABCDE jest suma dwoch
czworoscianow o wspolnej podstawie. Zauwazmy najpierw, ze wsrdd wierzchotkow istnieje co
najmniej jeden, z ktorego wychodza 4 krawedzie. Gdyby z kazdego wierzchotka wychodzity
tylko 3 krawedzie, to sumujac po wszystkich wierzchotkach liczbe krawedzi wychodzacych z
tych wierzchotkow, otrzymaliby$my liczbe 15. Nie jest to mozliwe, poniewaz kazda krawedz w
tej] sumie wystepuje dwa razy. Zatem suma ta powinna by¢ parzysta. Niech A oznacza
wierzchotek, z ktéorego wychodzg 4 krawedzie AB, AC, AD, AE. Wtedy ABCD 1 ABCE sa
czworo$cianami o wspolnej podstawie ABC. Suma wysokosci H;+ H, jest ograniczona przez
srednice.




Aby objetos¢ tego wieloscianu byla najwigksza, ostrostupy powinny mie¢ podstawe o
najwigkszym polu np. S. Zatem trojkat ABC powinien by¢ trdjkatem rownobocznym wpisanym
w koto wielkie sfery. Pole trojkata rownobocznego wpisanego w koto o promieniu 1 wynosi
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Odpowiedz.



