XVl Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Eliminacje — cykl grudzien
Poziom: szkoly ponadpodstawowe

Zadanie 1.
Liczby catkowite dodatnie a, b, ¢ spetniaja warunki
NWD(a,b,c)=1 i b*=ac.

Wykaz, ze liczba a+2b+c jest kwadratem liczby catkowite;.

Rozwiazanie.

Po pierwsze, najpierw nalezy uzasadni¢, ze¢ NWD(a,c) =1.

A wigc, gdyby NWD(a,c) >1, to dla pewnej liczby pierwszej p: pla oraz plc.

Z réownosci  b? =ac wynikaloby wigc, ze pz‘b2 , wigc i tez pb  wbrew zalozeniu

NWD(a,b,c) =1.

Po drugie, skoro NWD(a,c) =1,to zréwnosci b? = ac wynika, ze kazdazliczb a i c jest

kwadratem liczby naturalnej:

Zatem niech a=A* i c¢=C’dla ACeN,.

Wtedy b?=A?*.-C?, wiectez b= A-C.W konsekwencji:
a+2b+c=A’+2AC+C?=(A+C),

co nalezalo wykazac.

Zadanie 2.

Rozwigz rownanie x! + y! = z! w zbiorze nieujemnych liczb catkowitych.

Rozwiazanie.
Dla kazdej liczby nieujemnej catkowitej n prawdziwa jest nierownos¢ n! = 1, wigc
zl=x!+yl =2,
astad z > 2 (zalezno$¢ nr 1).
Zdrugiejstronyx <z—-1liy<z-—1,wiccx! < (z—-Dliy!'<(z- 1
Zatem:
z-(z-Dl=zl=x'+y!'<2:-(z-1)),
czyli z < 2 (zalezno$¢ nr 2).
Z obu zaleznosci: nrl i nr 2 wynika, ze z = 2.

Stad dane réwnanie przyjmuje postaé



x!+y! =2
Z ostatniego rdwnania otrzymujemy, ze x < 1iy < 1.

Odpowiedz. Wynika z tego odpowiedz, ze rozwigzaniami rOwnania sg nastepujace trojki liczb:
(x,v,2) € {(0,0,2),(1,0,2),(0,1,2),(1,1,2)}.

Zadanie 3.
Kazda z trgjek liczb:

(loga, logh, logc) oraz (loga—log 2b, log 2b —log 3c, log 3c — log @)
tworzg cigg arytmetyczny. Udowodnij, ze liczby a, b, ¢ moga by¢ dtugosciami bokow trojkata.
Rozwiazanie.
Z wlasnosci ciggu arytmetycznego

logh—loga=1Ilogc—logh

{(Iog 2b —loga) — (log a — log 2b) = (log 3c — log a) — (log 2b — log 3c)

oraz a,b,c >0

log 2 = log &
Oqg—ogg b? =ac 4 b? = ac
4b? 9c? 8b? = 27¢° 2b =3¢
log— =log—
3ac 2ab
b:§c
2
9
a=-c
4

Liczby (a,b,c) = (% c, gc, €) moga by¢ dlugosciami bokow trojkata, gdyz spetniajg warunek:

3 5 9
—C+C=—-C>-C.
2 2 4

c.n.d.

Zadanie 4.

W trojkacie rownoramiennym ABC kat BAC jest prosty. Punkt D nalezy do boku BC, przy
czym BD =2 CD. Z punktu B prowadzimy prosta prostopadta do prostej AD , punkt E jest
punktem przeciecia tych dwoch prostych. Wyznacz miarg kata CED.

Rozwiazanie.



2X

2y

Narysujmy prostg prostopadta do AD przechodzaca przez punkt C ( na czerwono) , a punkt
przeciecia z prostag AD oznaczmy F.

Trojkat BED 1 trojkat CFD sg podobne ( kat, kat, kat) w skali 2. Stad wynika ze BE = 2CF (
oznaczone jako 2y i y na czerwono).

W trojkacie ABC :y + = 90°, wiec w trojkacie prostokatnym AEB £ ABE =3,
a w trojkacie prostokatnym AFC kat £ ACF =v.

Katy w trojkatach AEB 1 AFC s3g rowne oraz przeciwprostokatna w obu wynosi a, czyli te
trojkaty sg przystajace.

Wobec tego odcinek AE =y, a odcinek AF =2y, co daje nam , ze odcinek EF =y. Wobec tego
trojkat ETC. — prostokatny , rownoramienny czyli kat o = 45°

Odpowiedz. Kat o = 45°.
Zadanie 5.

Punkty przeciecia linii: x2 —2x —y — 8 = 0 oraz 2x +y — 1 = 0 sg koficami przekatnej
rombu . Wyznaczy¢ wierzchotki tego rombu oraz obliczy¢ dtugos¢ jego boku, jezeli pole tego
rombu wynosi 30 cm?.

Rozwiazanie.




Punkty A oraz C s3 cze¢$cig wspolna linii
x2—2x—y—8=0o0raz2x+y—1=0
Z drugiego rOwnania wyznaczam y = —2x + 1 1 podstawiam do pierwszego rOwnania.

Otrzymujg¢:
x> —=2x+2x—-1-8=0

x>=9

y=-5 y=7
A(3,—5), C(_3I 7)

AC = [6,-12], |AC| =62+ (—12)% = V180 = 6v5

B. =—--|AC| - |BD|

l\)r—‘

—E\/§-|BD|

|BD| = 2V5
czyli |SD| =5
ﬁjest prostopadty do prostejp:2x+y—1=0
uUulp
i=[21], |il=v4+1=+5
SD=k-i
|SD| = k - |l
V5 =k-V5
k=1
czyli SD = [2,1]
5(0,1), D(xa,¥a)
Xqg=2, ya—1=1
Ya =2
D(2,2)

B(xbryb)
xb+2_0 yb+2
2 2
xb=—2, yb=0
B(-2,0)

|AB| = |BC| = |€D| = |DA| = 12 + (=7)2 = V50 = 5v2
Odpowiedz. Wierzchotki: A(3, —5), B(=2,0), C(-3,7)iD(2,2).Bok jest o dlugosci 5v2.
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