XVII Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Eliminacje — cykl grudniowy
Poziom: szkoly ponadgimnazjalne

Punktacja: 10 punktow za kazde zadanie (zadania rozwigzywane w ,,domu”)

Zadanie 1. Rozwiaz nierownosc:

(x—DVx+4<2—4x.

Rozwigzanie:
W nierownos$ci wystepuje pierwiastek kwadratowy.
x+4=0, czyli x = —4.

Rozpatrujemy lewg stron¢ nieréwnosci

1
2—4x =20 (:xSE

1
2—4x<0<:>x>z

1°. Lewa strona nieréwnosci jest nieujemna dla x > 1. Prawa strona jest dla tych x ujemna.

Zatem dla x > 1 nier6wnos¢ jest fatszywa

2°. Dla x € (—4,1) lewa strona nier6wnosci jest ujemna.

2.1. Dlax € (—4, 5) lewa stona nier6wnosci jest ujemna, a prawa nieujemna.
Zatem nieréwnosc¢ jest speiniona dla kazdego x € (—4; E)'

2.2.Dlax € (E ; 1) zarOwno prawa jak i lewa strona nieréwnosci sg ujemne.

(x—DVx+4<2—4x
W rozpatrywanym przedziale (x — 1) przyjmuje warto$¢ ujemng, zatem dzielac obustronnie
nierdéwnos¢ przez (x — 1) otrzymujemy
2 —4x
Vx+4> 1

W przedziale G, 1) obie strony nierdwnosci przyjmuja wartosci dodatnie. Mozemy zatem
podnies¢ obie strony nierdwnosci do kwadratu.
2 (2 —4x)?
(Vx+4) > oD
16x% — 16x + 4
x?—-2x+1
(x+4)(x>?—-2x+1) >16x>—16x+ 4

x+4>



x3—2x2+x+4x*—-8x+4—16x*+16x—4>0
x3—14x2+9x >0
x(x?>+14x+9) >0
Wyznaczam miejsca zerowe nierownosci:
x=0V x2+14x+9=0
A= 160 ,v/A= 4V10

14 — 4410 14 + 410
x1=%=7—2\/ﬁ xzzT\/_=7+2\/E
/_-I\ /+

/) 7 22V10 7 +24/10

x€(0;7—-2v10) U (7 +2v10; +)
Uwzgledniajac dziedzing
1
xE(E; 7—2\/10)
Odpowiedz. Ogolnie rozwigzaniem nier6wnosci s

x €(—4; 7 — 2V/10)

Zadanie 2. Wykaz, ze jezeli liczby dodatnie a4, a,, as, ... ,a, tworza ciag geometryczny,
to wtedy
— ny
a;"a,-as- .. ~a, = (a; - a,) /2.
Rozwigzanie:
Niech Ay Ay A3 " o "Qp_p " Ap_q1-ap =1
C2y|l an ) an_l ) an_z T a3 Ay A = I

Mnozac obustronnie oba rownania otrzymujemy

(a1 an) (az an_1) (a3 ap_3)* - " (Ap_2-a3) (Ap_1-ax) " (an-ay) = I?

Z wlasnosci ciggu geometrycznego wynika, ze

(a1 ay) = (az an_q) = (@3- ap_3) = .. = (ay_2a3) = (ap_1 - az) = (a, " ay)
Zatem
(al “ay) - (ag - an) (@ ag) o c(agray)- (al “Qp) (al ) an) =I?

(al ' an)n =I?
Czyli
I = (al ’ an)n/z

c.n.d.



Zadanie 3.

Dhugosci bokéw trojkata sg trzema kolejnymi liczbami naturalnymi, a pole trojkata jest rowne
84m?. Znajdz dtugoéci tych bokéw (nie stosujac metody prob i btedow).

Rozwigzanie:

Niech n bedzie dtugoscig najkrétszego boku wowczas potowa obwodu wynosi

n+n+1+n+2)=3n+2
2 2 2
Ze wzoru Herona otrzymujemy
2 (3 3 3 3_ 3 3 _ o, _ 3 3_ -
84 —(2n+2)*(2n+2 n)>|<(2n+2 n 1)(2n+2 n 2).
842x16=0GBn+3)*n+3)*xm+1)*x(n—1)

3x28%3x28x16=3n—1)*n+1)*(n+1)*(n+3).

Przyjmijmy, ze t = n — 1:

tx(t+2)x(t+2)*(t+4)=12+14 x14 = 16.
Pierwiastkiem tego rownania jest 12, stad n — 1 = 12 i w konsekwencji n = 13.
Odpowiedz. Szukane boki to 13, 14, 15.

Zadanie 4.
Wykaza¢, ze jezeli w trojkacie ABC: |AB|=c, |BC|=a, |AC|=b oraz ZABC =2-ZBAC,

to b=,a-(a+c).

Rozwiazanie:

Zalozenie:
w trojkacie ABC: |AB| =c, |BC| =a, |AC| =b,
ZABC =2-/BAC

Teza:

b=,a-(a+c)

Dowod:



1.
Z zatozenia ZABC =2- /ZBAC , wigc BD jest dwusieczng £B ,
zatem z twierdzenia o dwusiecznej kata w trojkacie

a b,

_——=— f— b1=C'b2
c b a

AABC ~ ABDC cecha (kkk)

2
a_b _ , _a
b a b

AC|=b=b, +b, =2 4 (o @ C o ac

2
poac, a
b b

b>=a(a+c) = b=.a-(a+c).

/-b

Zadanie 5. Dany jest siedmiokat foremny 4,4, 434,45 AsA,. Wykaz, ze

L S
Ay, AA, A A,

Rozwiazanie:



Oznaczmy przez B punkt przecigcia si¢ prostych zawierajacych boki AA, oraz AgA,.
Zauwazmy teraz, ze trojkat BAgA, jest rownoramienny. Rzeczywiscie jesli przez o
oznaczymy kat miedzy kolejnymi bokami siedmiokata , to

AAGB = [180° — r): 2 +180° — o = 270° ~ 150
oraz
AgBA, =180° — 2(180° — or) = 20/ ~180".

o

Wstawiajac teraz o = g otrzymamy, ze miary katow A AsB oraz AgBA; sa rowne.
Ponadto

ABA; 1 ABA, sa trojkatami podobnymi. Wynika stad, ze AA; = AA, + A)B. Dzielac
obie strony przez A A;- AA;, otrzymujemy tezg.



