XVI1 Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Eliminacje — cykl grudniowy

Poziom: szkoly ponadgimnazjalne

Zadanie 1.

Rozwigz réwnanie 2017‘1_4){2‘ = sin(7 x).
Rozwiazanie:
Wiadomo, ze:

e wyrazenie ‘1—4X2‘ przyjmuje wartosci nieujemne dla kazdego XeR. Jezeli
wyktadnik potegi jest liczba nieujemna, gdy podstawa jest liczba wigksza od 1, to
przedziat <1; + oo) jest zbiorem warto$ci funkcji f(x) = 2017‘1_“2‘ bedacej lewa strong
roéwnania

e zbiorem wartosci funkcji g(x)=sin(z x) jest przedziat (-1:1).
Na podstawie powyzszych informacji wida¢, ze aby rownanie posiadalo rozwigzania musi

ono przyjac postac 2017‘1_4X | =1, a wiec ‘1—4X2‘ =0,czyli1-4x*> =0

Rozwigzujac rownanie kwadratowe otrzymujemy (l— 2X)(\/1 + 2x)= 0

Sprawdzam, ktora z wyliczonych warto$ci X spetnia rownanie Sin(ﬂ' X)=1. Dla x :%

, L . . . (1 1 .
rownanie Sln(ﬂX)Il jest spetnione, gdyz sin E” =1, a dla X:_E otrzymujemy
robwnanie sprzeczne, gdyz Sin(—%ﬂj =-1. Ostatecznie rozwigzaniem réwnania jest jedna

liczha x = 1 )
2

Odpowiedz: x = %



Zadanie 2.

Dla jakich wartosci x € (0, ) suma nieskonczonego ciggu geometrycznego o wyrazach:
sin2x - tgx, cosx - (1 — cos2x), cos?x - (1 — cos2x), ...

jest mniejsza od 3 ?
Rozwiazanie:

sinx

a, = sin2x - tgx = 2sinxcosx - = 2sin®x = sin’x + sin’x = 1 — cos?x + sin’x

cosx
=1 — (cos?x — sin’x) = 1 — cos2x

a; =1—cos2x
a, = cosx(1 — cos2x)
as = cos?x(1 — cos2x)

_ay cosx(1—cos2x)

=—= = cosx
a, 1 — cos2x

Aby nieskonczony cigg geometryczny byt zbiezny |q| < 1.
lg] = |cosx]|

|cosx| < 1

xER—{k%},gdziekEC

Uwzgledniajgc warunki zadania x € (0, g) U (g, n).

Suma nieskonczonego ciggu geometrycznego dla |q| < 1, wyraza si¢ wzorem:
— 4

1-q°

_1-cos2x  2sin’x _ 2(1—cos®’x) 2(1—cosx)(1+ cosx)

= = =21+
1 — cosx 1 — cosx 1—cosx 1— cosx ( cosX)

Stad 2(1 + cosx) < 3, czyli 1+ cosx <§

i ostatecznie

1

cosx < =
2

T 5w
X € (§+ 2kn,?+ Zkﬂ),gdzie kecC

Odpowiedz. Uwzgledniajac dziedzing x € (5,2) u &, m).



Zadanie 3.

W Kklasie jest 25 uczniow. Podczas klasowki ze statystyki jeden uczen byt nicobecny. Srednia
ocen z klasowki wyniosta 3,5, a odchylenie standardowe 0,8. Po powrocie do szkoty,
nieobecny wczesniej uczen napisat klasowke 1 otrzymat czworke. Oblicz srednig
arytmetyczng i odchylenie standardowe ocen z klasowki ze statystyki dla calej klasy.

Rozwiazanie:

Oznaczmy: xi, X5,..., Xo4 = oceny uczniow z klasowki
X,5 =4 - ocena ucznia nieobecnego na klaséwce
Xo =3.,5 - $rednia arytmetyczna ocen uczniéw obecnych na klasowce
oo = 0,8 - odchylenie standardowe ocen ucznidow obecnych na klaséwce
Srednia arytmetyczna ocen uczniéw obecnych na klaséwee ¥, = 3,5

_ =X1 +)C2 +X3 +...+X24 _

Xo 4 3,5,

stad
X1 +X2 +X3 +...+XZ4 :3,524:84

Srednia arytmetyczna ocen catej klasy X,.

_ =X1+X2 +X3 +...+X24 +X25 _ 84+ 4
¢ 25

Odchylenie standardowe ocen uczniéw obecnych na klasowce

=3,52

2 2 2 2 2 2 2 2
X1 +X5 +Xx7 +...+X X1 +X5 +X73 +...+X
0'0:\/ L~ 22 24 _(%)? =\/ L~ =2 22 24 _1225=08

Ponoszac do kwadratu mamy:

S S S )
24

~12,25 = 0,64
XL +X3 + x5 +...+x34 = 309,36

Odchylenie standardowe ocen catej klasy

o - x12+x§+x§+...+x34+x§5_(x_)z_ M—:SSZZ_
¢ = 25 v o

_ \/M 12,3904 = /13,0144— 12,3904 = /0,624 ~ 0,79

25

Odpowiedz: Srednia arytmetyczna catej klasy wynosi 3,52 ,
za$ odchylenia standardowe /0,624 = 0,79.
Zadanie 4.



Wykazaé, ze w dowolnym trojkgcie spetniona jest nierdowno$é p® >27r?, gdzie r oznacza
promien okregu wpisanego w trojkat, a p potowe obwodu tego trojkata.

Rozwiazanie:

Niech a+b+c=2p.Z twierdzenia o $rednich mamy:

=)+ (p=b)+lp=c) ., s oNp =),

3
o ) G =alp -8 -)
gZi/p(p—a)(p—b)(p—C).
3 p

Poniewaz P=r-p,gdzie P - pole trojkata, wigc z wzoru Herona

P=\p(p—a)p-bNp-c) codaje p(p—a)p-bNp—c)=P> =r’p’

otrzymujemy

3
skad % >r?p, czyli p?=>27r?, co konczy dowod.

Zadanie 5.

W danym trojkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysoko$¢ AA1 oraz zaznaczono $rodki
bokow AC — punkt P1, boku BC — punkt P2 i boku AB — punkt P3.

Wykaz, ze punkty A1 P2 P3 P1 leza na jednym okregu.
C

A1
P2




Rozwiazanie:

Aby wykaza¢, ze punkty A1,P1, P3 1 P2 leza na jednym okregu, nalezy udowodnié, ze
spelniony jest warunek opisania okregu na czworokacie, czyli sumy przeciwleglych katow sa

rowne.

Oznaczenia: kat CAB= a, kat ABC= f,kat ACB= y

e Skoro AA; jest wysokoscig trojkata ABC, to trojkat AA1C jest prostokatny, w ktorym
poprowadzono $rodkowa AP1 z wierzchotka kata prostego. Z faktu, ze srodkowa
trojkata prostokatnego poprowadzona z wierzchotka kata prostego jest rowna potowie
dhugosci przeciwprostokatnej, wynika, ze |A1P1| = |P1C| = |P1A|, wigc trojkat A1P1C
jest rbwnoramienny, gdzie kat CA1P1 = y

e KatP1A;P,=1807-»

e 7 faktu, ze odcinek taczacy srodki dwoch bokow trojkata jest rownolegly do trzeciego
boku i dwa razy od niego krotszy, wynika, ze kat PAPsA = S oraz kat PoP3B = «

e KatPiPsP,=180° —(a +8 )=y

e Suma katow P1A1P; i P:PsP, =180°-y + y =180°

e Skoro suma miar katéw w czworokacie wynosi 360° i suma miar jednej pary katow
przeciwlegtych wynosi 180°, wigc suma dwoch pozostatych katow przeciwlegtych
jest rowna rowniez 180° | co dowodzie, ze na czworokacie mozna opisa¢ okrag, czyli
wskazane punkty lezg na jednym okregu.

cnd.



