XVII Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne

Kategoria:
klasa VIII szkoly podstawowej i III gimnazjum

Olsztyn, 16 maja 2019r.

Zad. 1. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y, z spetniajacych warunki
x2+y2+22 <1 oraz 2x+4+3y+6z2>7
zachodzi warunek 7Txy = z.
Przyktadowe rozwigzanie: 7 drugiej nieréwnosci, po podniesieniu obu stron do kwadratu, mamy
—4a* — 9y* — 362% — 122y — 24x2 — 36yz < —49. (1)

7 pierwszej za$ wynika, ze
4922 + 49y* 4 492° < 49. (2)

Dodajac nieréwnosci (1), (2), dostaniemy
452% 4+ 40y 4 132% — 122y — 242 — 36yz < 0,

czyli

(37 — 2y)* + (6y — 32)? + (22 — 62)* < 0.
Wynika stad, ze we wszystkich weze$niejszych nieréwnosciach musza zachodzi¢ réwnosci oraz 3z =
2y i 2y = z. 7 rownania 2z + 3y + 6z = 7 dostajemy (z,y,z) = (%, %, g), a wtedy Txy = z, co
koniczy dowdd.
Komentarz : zadanie mozna tez zrobi¢ korzystajac z odleglosci srodka kuli od ptaszczyzny.

Zad. 2. Zmajdz wszystkie liczby pierwsze p, takie ze p + 10 oraz p + 20 sg réowniez liczbami
pierwszymi.

Przyktadowe rozwigzanie: Po pierwsze zauwazmy, ze p = 2 nie spelnia warunkow zadania, zatem
szukane liczby pierwsze musza by¢ nieparzyste, mozna je wiec przedstawi¢ w postaci p = 3k albo
p =3k +1, albo p = 3k + 2 (gdzie k jest dodatnia liczba calkowita):

e Liczba p = 3k jest pierwsza jedynie dla k£ = 1 i wtedy réwniez liczby 13 1 23 sa pierwsze.
e Dla liczb postaci p = 3k + 1 liczba p+ 20 = 3k + 21 = 3(k + 7), wiec nie jest liczba pierwsza.
e Dla liczb postaci p = 3k + 2 liczba p+ 10 = 3k + 12 = 3(k + 4), wiec nie jest liczba pierwsza.

Ostatecznie, jedyna liczbg o szukanej wtasnosci jest liczba p = 3.

Zad. 3. Z prostokatnej kartki o wymiarach 30cm na 40cm wycieto siatke czworos$cianu forem-
nego. Jaka powinna by¢ dlugosé krawedzi tego czworoscianu tak, aby mial on mozliwie najwieksza
objetosc.

Przyktadowe rozwigzanie: Oznaczmy krawedz czworo$cianu przez a. Zauwazmy najpierw, ze siatka
czworoScianu moze by¢ trojkatem rownobocznym o boku dtugosci 2a lub réwnolegltobokiem o kacie
ostrym 60° i bokach dtugosci a i 2a.
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Rysunek 1: Zad. 3

W pierwszym przypadku podstawa najwiekszego tréjkata rownobocznego mieszczacego sie na

kartce o wymiarach 30cm na 40cm bedzie leze¢ na boku dlugosci 40cm, a jego wysoko$é bedzie
a3

rowna 30cm. Stad, ze wzoru na wysokos¢ trojkata rownobocznego h = “=, mamy ze bok tej siatki

wynosi¢ bedzie 20v/3cm. Zatem bok czworoscianu bedzie mie¢ wymiar a = 10v/3cm.
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Rysunek 2: Zad. 3



W drugim przypadku dtuzsza przekatna najwickszego rownolegtoboku o kacie ostrym 60° i
bokach dtugosci a i 2a mieszczacego sie na kartce o wymiarach 30cm na 40cm bedzie pokrywad sie
z przekatna prostokata. Jak latwo wyliczy¢ z twierdzenia Pitagorasa jej dtugos$¢ to 50cm. Zatem
poszukujemy diugoséci mniejszego boku réwnolegtoboku o bokach dtugosci a, 2a kacie ostrym 60°

i przekatnej dhugosci 50cm.
Z twierdzenia Pitagorasa mamy:
5\ (V3 )
— ~—a| =50%
( 2@) + ( 5 a)
Stad otrzymujemy, ze Ta? = 2500, a wiec a = 504.
Objetos$¢ czworoscianu jest wprost proporcjonalna do dlugosci jego krawedzi, wiec z faktu ze
50$ > 16 wynika, ze krawedz czworoscianu bedzie réwna 50$0m.
Zad. 4. Wewnatrz czworokata wypuklego wyznacz punkt, ktorego suma odleglosci od wierzchot-
kéw jest najmniejsza.

Przyktadowe rozwigzanie: Oznaczmy kolejne wierzchotki czworokata literami A, B,C, D. Za-
uwazmy, dla kazdego punktu wewnetrznego M nie lezacego na przecieciu jego przekatnych zachodzi
nier6wnos¢

|AM| + |MC| + |BM| + |MD| > |AC| + |BD|.
Jesli zas ustalimy punkt M jako punkt przeciecia przekatnych, to otrzymamy réwnosé
|AM| + |MC|+ |BM|+ |MD| = |AC| + |BD|.

Zatem szukany punkt musi znajdowa¢ si¢ na przecieciu przekatnych czworokata.
Zad. 5. Chcemy podzieli¢ uczniow pewnej szkoty, ktérych jest mniej niz 1000, na réwnoliczne
grupy. Wiemy, ze mozna podzieli¢ ich na 11 takich grup. Natomiast gdy podzielimy ich na 7

rownolicznych grup, to zostanie 1 osoba, a jezeli podzielimy ich na 13 réwnolicznych grup, to
zostanie 6 osob. Ile oséb liczy szkota?

Przyktadowe rozwigzanie: Niech x oznacza ilo$é uczniéw szkoty. Przedstawimy dwa mozliwe
sposoby rozwigzania tego zadania.

1 sposob. Z warunkéw zadania mowiacych, ze dzielac ilo§é uczniéw na 7 grup, to zostanie 1 osoba,
a dzielac ich na 13 grup, to zostanie 6 os6b wynika, ze istnieja liczby naturalne k oraz n takie, ze

r="Tk+1 oraz x =13n +6.
Mnozac pierwsze rOwnanie przez 13, a drugie przez 7 otrzymujemy
132z =91k + 13 oraz Trx = 91n + 42.
Nastepnie mnozac drugie rOwnanie przez 2
13z =91k + 13 oraz 14z =2-91In+ 84
i odejmujac stronami od drugiego pierwsze, mamy

r=91(2n — k) + 71.
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Wynika stad, ze liczba x przy dzieleniu przez 91 daje reszte 71. Zatem ilo$¢ ucznidéw tej szkoty
moze by¢ réwna 71 albo 71+91=162, albo 162+471=253, albo 253+91=344, itd. Liczba mniejsza
od 1000 spelniajaca powyzszy warunek, ktora dzieli sie przez 11 jest 253.

11 sposcb. Rozwiazanie to opiera si¢ na nastepujacych wtasnosciach kongruencji:
a) jezelia=0b (mod n), to a+c=b+c¢ (mod n),
b) jezelia=b (mod n), to a-c=b-c (mod n).
Z faktu, ze dzielac ilo$¢ uczniow szkoty na 7 grup zostanie jedna osoba, mamy
r=1 (mod 7).
Co oznacza, ze istnieje liczba naturalna k, taka ze
r="Tk+1. (3)

Nastepnie wykorzystujac informacje, ze dzielac ilo$¢ uczniow szkoly na 13 grup zostanie 6 oséb
dostajemy
Tk+1=6 (mod 13).

Stosujemy wlasnosé a) (dodajemy -1)
k=5 (mod 13)
oraz wlasnosé¢ b) (mnozymy przez 2), mamy

14k = 10 (mod 13),

wiec

k=10 (mod 13).

Zatem istnieje liczba naturalna [, taka ze

k—10 =13l
k =130 + 10.

Stad oraz (3), mamy

r="T(13l +10) + 1
r =911+ 71 (4)

Wobec tego oraz na mocy informacji, ze x dzieli sie bez reszty przez 11, otrzymujemy
9114+ 71=0 (mod 11),
a na mocy wtasno$ci kongruencji, mozemy zapisac

91l = —-71 (mod 11)
3l=-5 (mod 11)
3l=6 (mod 11).

Mnozac przez 4, mamy
[=2 (mod 11),
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co oznacza, ze istnieje liczba naturalna n, taka ze

[—2=11In
[ =11n+2.

Ostatecznie, stad oraz z (4) wynika, ze

z=91(11n+2) + 71
z = 1001n + 253

Zatem x = 253.



