
XVII Warmi«sko-Mazurskie Zawody Matematyczne

Kategoria:

klasa VIII szkoªy podstawowej i III gimnazjum

Olsztyn, 16 maja 2019r.

Zad. 1. Udowodnij, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z speªniaj¡cych warunki

x2 + y2 + z2 ≤ 1 oraz 2x+ 3y + 6z ≥ 7

zachodzi warunek 7xy = z.

Przykªadowe rozwi¡zanie: Z drugiej nierówno±ci, po podniesieniu obu stron do kwadratu, mamy

−4x2 − 9y2 − 36z2 − 12xy − 24xz − 36yz ≤ −49. (1)

Z pierwszej za± wynika, »e
49x2 + 49y2 + 49z2 ≤ 49. (2)

Dodaj¡c nierówno±ci (1), (2), dostaniemy

45x2 + 40y2 + 13z2 − 12xy − 24xz − 36yz ≤ 0,

czyli
(3x− 2y)2 + (6y − 3z)2 + (2z − 6x)2 ≤ 0.

Wynika st¡d, »e we wszystkich wcze±niejszych nierówno±ciach musz¡ zachodzi¢ równo±ci oraz 3x =
2y i 2y = z. Z równania 2x + 3y + 6z = 7 dostajemy (x, y, z) = (2

7
, 3
7
, 6
7
), a wtedy 7xy = z, co

ko«czy dowód.
Komentarz : zadanie mo»na te» zrobi¢ korzystaj¡c z odlegªo±ci ±rodka kuli od pªaszczyzny.

Zad. 2. Znajd¹ wszystkie liczby pierwsze p, takie »e p + 10 oraz p + 20 s¡ równie» liczbami
pierwszymi.

Przykªadowe rozwi¡zanie: Po pierwsze zauwa»my, »e p = 2 nie speªnia warunków zadania, zatem
szukane liczby pierwsze musz¡ by¢ nieparzyste, mo»na je wi¦c przedstawi¢ w postaci p = 3k albo
p = 3k + 1, albo p = 3k + 2 (gdzie k jest dodatni¡ liczb¡ caªkowit¡):

• Liczba p = 3k jest pierwsza jedynie dla k = 1 i wtedy równie» liczby 13 i 23 s¡ pierwsze.

• Dla liczb postaci p = 3k+1 liczba p+20 = 3k+21 = 3(k+7), wi¦c nie jest liczb¡ pierwsz¡.

• Dla liczb postaci p = 3k+2 liczba p+10 = 3k+12 = 3(k+4), wi¦c nie jest liczb¡ pierwsz¡.

Ostatecznie, jedyn¡ liczb¡ o szukanej wªasno±ci jest liczba p = 3.

Zad. 3. Z prostok¡tnej kartki o wymiarach 30cm na 40cm wyci¦to siatk¦ czworo±cianu forem-
nego. Jaka powinna by¢ dªugo±¢ kraw¦dzi tego czworo±cianu tak, aby miaª on mo»liwie najwi¦ksz¡
obj¦to±¢.

Przykªadowe rozwi¡zanie: Oznaczmy kraw¦d¹ czworo±cianu przez a. Zauwa»my najpierw, »e siatka
czworo±cianu mo»e by¢ trójk¡tem równobocznym o boku dªugo±ci 2a lub równolegªobokiem o k¡cie
ostrym 60◦ i bokach dªugo±ci a i 2a.
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Rysunek 1: Zad. 3

W pierwszym przypadku podstawa najwi¦kszego trójk¡ta równobocznego mieszcz¡cego si¦ na
kartce o wymiarach 30cm na 40cm b¦dzie le»e¢ na boku dªugo±ci 40cm, a jego wysoko±¢ b¦dzie
równa 30cm. St¡d, ze wzoru na wysoko±¢ trójk¡ta równobocznego h = a

√
3

4
, mamy »e bok tej siatki

wynosi¢ b¦dzie 20
√
3cm. Zatem bok czworo±cianu b¦dzie mie¢ wymiar a = 10

√
3cm.

Rysunek 2: Zad. 3
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W drugim przypadku dªu»sza przek¡tna najwi¦kszego równolegªoboku o k¡cie ostrym 60◦ i
bokach dªugo±ci a i 2a mieszcz¡cego si¦ na kartce o wymiarach 30cm na 40cm b¦dzie pokrywa¢ si¦
z przek¡tn¡ prostok¡ta. Jak ªatwo wyliczy¢ z twierdzenia Pitagorasa jej dªugo±¢ to 50cm. Zatem
poszukujemy dªugo±ci mniejszego boku równolegªoboku o bokach dªugo±ci a, 2a k¡cie ostrym 60◦

i przek¡tnej dªugo±ci 50cm.
Z twierdzenia Pitagorasa mamy:(

5

2
a

)2

+

(√
3

2
a

)2

= 502.

Stad otrzymujemy, »e 7a2 = 2500, a wi¦c a = 50
√
7
7
.

Obj¦to±¢ czworo±cianu jest wprost proporcjonalna do dªugo±ci jego kraw¦dzi, wi¦c z faktu »e
50
√
7
7

> 16 wynika, »e kraw¦d¹ czworo±cianu b¦dzie równa 50
√
7
7
cm.

Zad. 4. Wewn¡trz czworok¡ta wypukªego wyznacz punkt, którego suma odlegªo±ci od wierzchoª-
ków jest najmniejsza.

Przykªadowe rozwi¡zanie: Oznaczmy kolejne wierzchoªki czworok¡ta literami A,B,C,D. Za-
uwa»my, dla ka»dego punktu wewn¦trznegoM nie le»¡cego na przeci¦ciu jego przek¡tnych zachodzi
nierówno±¢

|AM |+ |MC|+ |BM |+ |MD| > |AC|+ |BD|.
Je±li za± ustalimy punkt M jako punkt przeci¦cia przek¡tnych, to otrzymamy równo±¢

|AM |+ |MC|+ |BM |+ |MD| = |AC|+ |BD|.

Zatem szukany punkt musi znajdowa¢ si¦ na przeci¦ciu przek¡tnych czworok¡ta.

Zad. 5. Chcemy podzieli¢ uczniów pewnej szkoªy, których jest mniej ni» 1000, na równoliczne
grupy. Wiemy, »e mo»na podzieli¢ ich na 11 takich grup. Natomiast gdy podzielimy ich na 7
równolicznych grup, to zostanie 1 osoba, a je»eli podzielimy ich na 13 równolicznych grup, to
zostanie 6 osób. Ile osób liczy szkoªa?

Przykªadowe rozwi¡zanie: Niech x oznacza ilo±¢ uczniów szkoªy. Przedstawimy dwa mo»liwe
sposoby rozwi¡zania tego zadania.

I sposób. Z warunków zadania mówi¡cych, »e dziel¡c ilo±¢ uczniów na 7 grup, to zostanie 1 osoba,
a dziel¡c ich na 13 grup, to zostanie 6 osób wynika, »e istniej¡ liczby naturalne k oraz n takie, »e

x = 7k + 1 oraz x = 13n+ 6.

Mno»¡c pierwsze równanie przez 13, a drugie przez 7 otrzymujemy

13x = 91k + 13 oraz 7x = 91n+ 42.

Nast¦pnie mno»¡c drugie równanie przez 2

13x = 91k + 13 oraz 14x = 2 · 91n+ 84

i odejmuj¡c stronami od drugiego pierwsze, mamy

x = 91(2n− k) + 71.
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Wynika st¡d, »e liczba x przy dzieleniu przez 91 daje reszt¦ 71. Zatem ilo±¢ uczniów tej szkoªy
mo»e by¢ równa 71 albo 71+91=162, albo 162+71=253, albo 253+91=344, itd. Liczb¡ mniejsz¡
od 1000 speªniaj¡c¡ powy»szy warunek, która dzieli si¦ przez 11 jest 253.

II sposób. Rozwi¡zanie to opiera si¦ na nast¦puj¡cych wªasno±ciach kongruencji:

a) je»eli a ≡ b (mod n), to a+ c ≡ b+ c (mod n),

b) je»eli a ≡ b (mod n), to a · c ≡ b · c (mod n).

Z faktu, »e dziel¡c ilo±¢ uczniów szkoªy na 7 grup zostanie jedna osoba, mamy

x ≡ 1 (mod 7).

Co oznacza, »e istnieje liczba naturalna k, taka »e

x = 7k + 1. (3)

Nast¦pnie wykorzystuj¡c informacj¦, »e dziel¡c ilo±¢ uczniów szkoªy na 13 grup zostanie 6 osób
dostajemy

7k + 1 ≡ 6 (mod 13).

Stosujemy wªasno±¢ a) (dodajemy -1)

7k ≡ 5 (mod 13)

oraz wªasno±¢ b) (mno»ymy przez 2), mamy

14k ≡ 10 (mod 13),

wi¦c
k ≡ 10 (mod 13).

Zatem istnieje liczba naturalna l, taka »e

k − 10 = 13l

k = 13l + 10.

St¡d oraz (3), mamy

x = 7(13l + 10) + 1

x = 91l + 71. (4)

Wobec tego oraz na mocy informacji, »e x dzieli si¦ bez reszty przez 11, otrzymujemy

91l + 71 ≡ 0 (mod 11),

a na mocy wªasno±ci kongruencji, mo»emy zapisa¢

91l ≡ −71 (mod 11)

3l ≡ −5 (mod 11)

3l ≡ 6 (mod 11).

Mno»¡c przez 4, mamy
l ≡ 2 (mod 11),
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co oznacza, »e istnieje liczba naturalna n, taka »e

l − 2 = 11n

l = 11n+ 2.

Ostatecznie, st¡d oraz z (4) wynika, »e

x = 91(11n+ 2) + 71

x = 1001n+ 253

Zatem x = 253.
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