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Zadanie 1.

Znajdz najmniejsza liczbe¢ naturalng, ktora przy dzieleniu przez 20 daje reszte 17, przy
dzieleniu przez 24 daje reszte 21, a przy dzieleniu przez 33 daje reszte 30.

Rozwiazanie:

Niech a bedzie taka liczba. Wtedy a + 3 dzieli si¢ przez kazda z liczb 20, 24, 33. Zatem
a+ 3= NWW(20,24,33) = 1320.

Odpowiedz. a = 1317.

Zadanie 2.

Jubiler ma dwa kawalki stopu ztota. W jednym jest 48¢g ztota i 2g miedzi, a w drugim 369
ztota 1 60g miedzi. Ile trzeba wzia¢ z kazdego kawalka stopu, zeby otrzymac 39g stopu, w
ktorym jest 75% czystego ztota.

Rozwigzanie:
ilo§¢ ilo§¢ Hosé
zlotaw | miedziw | razem | % zlota stopu ilo§¢ ztota w g
g g
stopl 48 2 50 48/50 X 48/50 x
stop2 36 60 96 36/96 y 36/96 y
x+y | 48/50 x +36/96 y
stop3 3/4 39 3/4%39

Dostajemy réwnosci x + y = 39 oraz

50 96 4

24 3 3-39 24 3 3-39 24 339 3 3-39
—x +-y=—" —x +-(39 —x) =— —x +——=x=—
25 g” 4 25 8( ) 4 25 8 8 4
(24 3) L339 339 (24-8 3-25) 339 117 339
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Odpowiedz. x =25, y=14

Zadanie 3.



Wiadomo, Ze liczba x + i jest catkowita. Pokaz, ze liczby x? + xiz , X3+ x% ,xt+ x—14 sg

catkowite.

Rozwiazanie:

2
(x + 3) =x2 42+ iz =24+ x24+= Stad x2 + izjest caltkowita.
X X X X

2

Podstawiajac x2 za x w powyzszym wyrazeniu dostajemy, ze x* + x—14 jest catkowita.

1)° 1)? 1 , 1 1 2, 1 1
<x+—> =<x+—> -(x+—)=(2+x +—2)-<x+—>=2x+—+x tx+-+—=5=
x x x x x x X X
=3(x+§)+ x3+xi3 Sta[dx3+xigjestcalk0wita

Zadanie 4.

W pewnym procesie technologicznym automat przesuwa magnes po
powierzchni stalowego walca z punktu A do punktu C. Nalezy wybraé
najkrotszag mozliwg droge. Rozwazane sg dwie metody. Pierwsza polega
na przechodzeniu wzdtuz $rednicy podstawy z punktu A do B, a nastepnie - —
wzdhuz odcinka BC. Druga metoda, to wyznaczenie najkrotszej drogi po powierzchni bocznej
walca.

Ktora metodg wybraé, gdy wysoko$¢ walca jest rowna $rednicy jego podstawy? Czy ta sama
metoda jest lepsza, gdy wysokos¢ walca jest rowna promieniowi jego podstawy? Uzasadnij
odpowiedz.

Rozwiazanie: Niech h oznacza wysokos¢, a d- Srednice walca

Metoda 1: droga magnesuto s1 = h+d, s1? = h? + 2hd + d?

2 2
Metoda 2: droga magnesu to s2 = /(”%) +h?2, s2%2 = (ng) + h?

. h\? 2

Jezeli d=h, to 512 = 4h?, 522 = (w3) +h? =h* (S +1).
2 2

Musimy poréwnaé¢ s1%i s22. Czylitez 4h? i hz(%+ 1), oraz 4 i %+ 1, i ostatecznie
musimy poréwna¢ 12 i n? . Wiemy, ze
T < 3,2,wiec m? < 10,24 < 12. Stad metoda 2 wygrywa.
Uwaga: wstawienie m = 3,14 nie dowodzi tej nieréwnosci, bo m > 3,14.
Podobne rozumowanie przeprowadzimy w przypadku d = 2h. Wtedy
s12 = 9h?, 522 = (mh)? + h2 = h2(r%2 + 1)..

Musimy teraz poréwnaé¢ 9 i w2 + 1 czyli 8 i 2. Wiemy, ze T > 3, wiec 2 > 9 > 8. Metoda
1 wygrywa.

Odpowiedz. Nalezy wybra¢ pierwsza metodg.



Zadanie 5.

W kat o mierze rownej 60° wpisano okrag o
promieniu 2. Niech S oznacza $rodek tego okrggu
i niech A bedzie punktem stycznosci tego okrggu
z jednym z ramion kata. Teraz wpisujemy w ten
kat n>2 okregbw w taki sposob jak
przedstawiono na rysunku obok, to znaczy, kazdy
kolejny okrag ma wigkszy promien od
poprzedniego i jest styczny do poprzedniego.
Punkty stycznosci tych okrggow z
ramieniem kata oznaczone sg symbolami By, ... , B,,. Oblicz pola trojkatow ASB, i ASB, oraz
ASB,,.

Rozwiazanie:

Niech O oznacza wierzchotek kata, 14,...,1,, promienie, a Si,...,S, $rodki kolejnych
okregow. Poniewaz miara kata jest 60°, to |OS|=2r=4, |AS|=r=2, |OA|:2r2\/§ = 2v/3.

2r,=3r+nr, 1 =3r=6, |0B;| =6V3,|AB,| = |0B;| — |0A| = 4V/3 .
Analogicznie, 2r, = 3r; +1,, 1, = 31, =18, |0B,| = 18V3, |4AB,| = 16V3
Zauwazamy, ze kazdy kolejny okrag ma promien 3 razy dtuzszy od poprzedniego.
Zatem 1, = 3"-2, |0B,| =3™/3,|AB,| =3"-2vV3-2V3 =(3"-2-2)V3.

7|AB4| 31|

Pole trojkata ASB; jest rowne —= = |AB,| = 4V/3.
Pole trojkata ASB, jest rOwne ——— l = |AB,| = 16+/3.

Pole trojkata ASB,, jest rowne |AB,| = (3™ -2 — 2)V/3.

Odpowiedz. Pole trojkata ASB; jest rowne 4+/3, pole trojkata ASB, jest rowne 16+/3, pole
trojkata ASB,, jest rowne (3" -2 — 2)V/3.



