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Sredni@ arytmetyczna na pewno dobrze znasz juz od dawna drogi Czytelniku. Przy-
pomnijmy zatem, ze
Definicja 1. Sredm’g, arytmetyczng n liczb ay,asq, . .. a, € R nazywamy liczbe
ap+as+...+ay
Sy = " .
n

Rzadziej, a moze nawet wcale, nie spotkales tzw. Sredniej goemetrycznej liczb (sa
i inne $rednie, ale o tym kiedy indziej).

Definicja 2. Srednig geometryczng n liczb ay, as, ..., a, € Ry \ {0} nazywamy liczbe

Sg = /a1 -az- ... ay,.

Przyklad 1. Obliczymy srednig geometryczng liczb a = 2,0 =4,¢=1:
S,=v2-4-1=v8=2.

Okazuje sig, ze przy rozwiazywaniu zadan, w ktérych nalezy udowodni¢, ze zachodzi
pewna nieréwnosé¢ przydaje sie znajomosé zaleznosci pomiedzy srednia arytmetyczna
a geometryczna. Dokladniej, uzyteczna jest znajomo$¢ nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 1. Dla dowolnych liczb nieujemnych ay, . .., a, zachodzi nieréwnosé
(%) Sa > Sy,
przy czym rownosé S, = Sy zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = as = ... = ay.

Podana w powyzszym twierdzeniu nierownos¢ jest stynna w matematyce nieréwnoscia
Cauychy’ego miedzy $rednia arytmetyczna a geometryczna. Nazwa pochodzi od nazwiska
wybitnego francuskiego matematyka Augustina Louisa Cauchy’ego.

Przyjrzyjmy sie nieréwnosei (x) w przypadku dwéch liczb nieujemnych a, b. Mamy

“;rbz\/@

Dowdd powyzszej wlasnosci jest elementarny. Wystarczy réwnowaznie przeksztalcac
wyjéciowa nieréwnosé¢ do czasu uzyskania jakiejs oczywistej juz dla nas nieréwnosci.
I tak

a+b>2Vab
(a+b)* > 4ab
a4 2ab+ b* — 4ab >0
a’?—2ab+b>0
(a—0)*>>0
Dowdd twierdzenia 1, niezaleznie od obranej taktyki (znanych jest kilka wersji dowodu),

jest nieco bardziej skomplikowany. Jesli chcesz zapoznaé si¢ z dowodem twierdzenia,
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to zobacz np.[1]. My dowodzié¢ twierdzenia 1 tutaj nie bedziemy. Pokazemy natomiast
jak wykorzysta¢ odpowiednia zaleznos¢ przy rozwiazywaniu zadan.

Zadanie 1. Pokaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a,b, c zachodzi nieréownosé

8abc < (a+b)(b+ ¢)(c+ a).

ROZWIAZANIE:

Skorzystamy trzykrotnie z zalezno$ci pomiedzy $rednia arytmetyczna a geometryczna,
stosowanej dla par liczb odpowiednio a i b, bi ¢, ci a. Dostajemy

b b
“; >\/ab, ;Cz%_c, C;“z@,

skad
a+b>2vab, b+c> 2\/%, c+a > 24/ca.
Trzy ostatnie nieréwnosci mnozymy teraz stronami i uzyskujemy

(a4 0)(b+ ¢)(c+a) > 8VabVbey/ca.

Do prawej strony powyzszej nieréwnosci aplikujemy teraz wlasnosci dzialania na pier-
wiastkach i dostajemy nieréwnosé

8abc < (a+b)(b+ c)(c+ a).

Przyjrzyjmy sie teraz trudniejszemu zadaniu

Zadanie 2. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a,b zachodzi nieréownosé

a® b A
g+¥+ﬁ2a+b+a

ROZWIAZANIE:

Stosujemy nieréwnos¢ pomiedzy Srednia arytmetyczna a geometryczna trzy razy

9-g—§+4-g—2+6-g—3>m a3\? (' [\
19 - c? a? )

27 b12 18
19 a ° - C 19
= — < =V a19 = a,

ad - b2 . c18
czyli
a’ b3 c3
Podobnie uzyskujemy nieréwnosci
a’ b3 c
a’ b3 c
(3) 6~§+9-¥+4-b—22 190.

Pozostaje juz tylko dodaé¢ stronami nieréwnosci (1), (2), (3), a uzyskang niewréwnosé
stronami podzieli¢ przez 19.

Na koniec podajemy zadanie do samodzielnego rozwiazania.
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Zadanie 3. Niech a, b, c,d bedq liczbami dodatnimi takimi, ze a+b+c+d = 1. Pokaz,
ze najwiekszq wartosciq jakg przyjmuje wyrazenie

abc + bed + cda + dab
S
Jest 15
Zadania (2) i (3) prezentowane w niniejszym artykule pochodza z [2]. Tam znaj-

dziesz jeszcze inne zadania, w rozwiazaniu ktérych mozna wykorzystaé nierownosé
tutaj omawiana.
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