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Czym jest pochodna funkcji?

Niech [ : U — R bedzie funkcja rzeczywista zmiennej rzeczywistej
r € R okreslona w otoczeniu punktu zg € U dla U C R. Oznaczmy
przez Az przyrost zmiennej niezaleznej ., zas przez Ay = f(ro+Ax)—

f(x0) przyrost zmiennej zaleznej y.

f(zot+Az)—f(z0)
Ar

funkcja przyrostu zmiennej niezaleznej. Pochodng funkcji f w punkcie

Wryrazenie nazywamy lorazem roznicowym; jest on
ro nazywamy granice (o ile istnieje):

Ly (@0t Al) — [(xo)
Az—0 Ax

co symbolicznie zapisuje sie w jednej z postaci:

. Ay dy d ooy
Aim == = = f (@), (o), Y (o)

Jezell przyjmie sie. ze r = xq + Ax, to pochodna w punkcie x5 mozna
zapisa¢ nastepujaco:
. flz) = f=o)
lim )
I—To €Tr — Iy

Czesto w publikacjach przyrost Ax oznacza sie litera h. Wtedy pochodna

jest rowna:
. flowo+h) = [l
lim ) (z0) :
h—0 h
Jesli funkcja f ma pochodna dla kazdego elementu € U swej dziedziny.

to mozna rozwaza¢ odwzorowanie przypisujce kazdemu argumentowl,
jego pochodna dla tego elementu. Przeksztalcenie to nazywa sie funkejq

pochodng funkcji f lub krétko: pochodna f oznaczana symbolem f'.



Wyznaczanie pochodnych

Pochodne niektorych funkcji elementarnych
1) (¢)) =0 - funkcja stala;

2) (%) = ax®~! - funkcja potegowa,

w szezegolnosed, () = ﬁ

3) (a*)' = a"Ina dla a > 0-funkcja wykadnicza,

w szczegolnosel, (e*) = e*;

4) (log, x)" = %Ina dla a > 0 oraz a # 1 - funkcja logarytmiczna,
w szezegblnosel, (Inx)" = %

Funkcje trygonometryczne

5) (smx)" = cos,
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Wiasnosci funkeji pochodnej
1) 1loczyn pochodnej przez stala,
(af)(x) = af'(x);
2) pochodna sumy funkcji (addytywnosc),
(f +9) (@) = f'(z) + 4 (2):

3) pochodna iloczynu funkeji (regula Leibniza),

(f)' (@) = f'(x)a(x) + F(x)g(2):
4) pochodna ilorazu funkeji (regula ilorazu),

(f m))' _ f(x)g(z) — f(i?)g’('r)T

g(:c) gg (;1.’)

oile glx)#0;



5) pochodna odwrotnosci funkeji (regula odwrotnosci),

I A G I, | |
(Q(if}) B @2(z) oile g(x)#0:

6) pochodna zlozenia funkeji (reguta tancuchowa),

fl@) =1 (g(x)g/(x) dla  f(x) = h(g(x)).

Rys historyczny

W XVII wieku europejscy matematycy; Isaac Barrow, Ren Descartes,
Pierre de Fermat, Blaise Pascal, John Wallis and mni rozwazali pomysl
wprowadzenia pochodnej. Jednak glowna role w utworzeniu wspoélczesnego
rachunku rozniczkowego odegrali niezaleznie:

Gottfried Wilhelm (von) Leibniz (01.07.1646 — 14.11.1716) wsze-

stronnie wyksztalcony niemiecki filozof

oraz
Sir Isaac Newton (25.12.1642 — 20.03.1726/27): angielski matem-

atvk astronom 1 filozof.



Oznczenia pochodnej:

1) Leibnitz: % dla y = f(x):
2) Lagrange: f'(z);

3) Newton: jesli y = f(1), to ;
4) Euler: Df dlay = f(x).

Leonhard Euler (ur. 15.04.1707 w Bazylei, zm. 18.09.1783 w Pe-
tersburgu) szwajcarski matematyk 1 fizyk; byl pionierem w wielu ob-
szarach obu tych nauk. Wieksza czesé zycia spedzit w Rosji 1 Prusach.
Jest uwazany za jednego z najbardzie] produktywnych matematykow
w historii.

Oto przypisywane Laplace’owi zdanie wyrazajce wplyw Eulera na
matematyke: .,Czytajcie Eulera, czytajcie go - jest mistrzem nas wszys-

tkich”.



Joseph Louis Lagrange (ur. 25.01.1736 w Turynie, zm. 10.04.1813
w Paryzu) matematyk 1 astronom pochodzenia wloskiego, pracujacy
we Francji 1 przez dwadziescia lat w Berlinie dla kroéla pruskiego Fry-
dervka II.




Terminologia polska

Jan Chrzciciel Wiadysaw Sniadecki (ur. 29.08.1756 w Zninie,
zm. 21.11.1830 w Jaszunach kolo Wilna) - polski astronom, matem-
atyk, filozof, geograf, pedagog, krytyk literacki i teoretyk jezyvka, autor
kalendarzy i poeta. Przyczynit sie do upowszechnienia polskiej termi-
nologii matematycznej.

We wrzesniu 1781 (po powrocie do kraju przez Wieden) wezwany
przez Komisje Edukacji Narodowej, zostal mianowany szefem katedry
i profesorem matematyki wyzszej i astronomii w Krakowie (Wyzsza
Szkoa Koronna). Wyklady z matematyki rozpoczal juz 9 listopada
1781, a 11 miesiecy pdzniej (30 wrzesnia 1782) zaczal wykladaé as-
tronomie. Byl pierwszym w swej uczelni wykadowcea tych dwu przed-

miotéw w jezyku polskim.

Interpretacja geometryczna pochodnej
Jezeli wykresem funkcji y = f(z) w ukladzie wspolrzednych pros-
tokatnych jest pewna krzywa, to warto$¢ pochodnej f'(z) w danym
punkcie (tzn. przy danej wartosci ) réwna sie tga, gdzie o jest katem

miedzy osia OX 1 styczna do krzywej w tym punkcie.




X dx=A4x

Wobec tego réwnanie stycznej do krzywej y = f(x) w punkcie (zo, f(z0))

dane jest wzorem

Y — f(xo) = f'(z0)(X — x0).

Styczna w punkcie P jako granica siecznych P(Q).
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Styczna 1 sieczna do krzywej I
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Zastosowania w fizyce
Predkosé chwilowa:
Zalozmy, ze cialo porusza si¢ wzdiuz prostej tak ze s = f(t) oznacza
zaleznos¢ wspohrzedne] s ustalonego punktu ciala od czasu 1. Droga

przebyta przez to cialo w przedziale czasu [t, ¢ + At] wynosi
As = f(t+ At) — f(t).

Predkosciqg srednig na tym odcinku jest wielkosé:

As
Vsr = -
At
Predkosé churlowa w momencie ¢ jest rowna:
. As
v= lim — = f'(t).
At—0 At

Natezenie produ:
Niech AQ) oznacza ladunek przeplywajacy przez ustalony przekrd)
przewodnika w czasie At. Wéowcezas wielkosé
o AQ
sr — E
nazywa sie srednim natezeniem pradu.
Chwilowym natezeniem pradu jest wielkosc:

I = %(t} = lim a¢

At—0 At
Uwaga: Symbol I pochodzi od francuskiego . intensite de courant”,

(po angielsku: current intensity).




Badanie przebiegu zmiennosci funkcji (wykres funkcji)

Wypuktosé funkcji f: C' — R: jesli C' jest przedzialem, to geom-
etryczny sens jest nastepujacy: luk wykresu funkcji taczacy dowolne

dwa punkty P, () tego wykresu lezy ponizej lub na cieciwie P(Q).

Wiklestosé funkcji f: €' — R: w powyzszej definicji slowo ponizej

zastapimy przez powyzej.

Funkcja rézniczkowalna f : (a,b) — R jest wypukla w przedziale ot-
wartym (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy jej wykres funkeji lez y ponad
wykresem stycznej dla kazdego punktu xg € (a,b). W przypadku

funkcji rézniczkowalnej zapisuje sie to wzorem

f(z) — f(xg) > f(20)(x — 20) dla z, 29 € (a,b).



0 X %, +h X

Funkcja rézniczkowalna f @ (a,b) — R jest wklesta w przedziale (a, b)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wykres funkcji ley pod wykresem stycznej
dla kazdego punktu xg € (a,b). W przypadku funkcji rézniczkowalnej

zapisuje sie to wzorem:

f(x) — f(z0) < f'(x0)(x — x0) dla z. 29 € (a,b).

Twierdzenie (Rolle’a) Jezeli funkcja fjest:
e ciqggla na przedziale [a,b],
e rozniczkowalna na przedziale (a;b)

* fla)=r®),
to istnieje taki punkt ¢ e(a;5), ze f'(c)=0.



Interpretacja geometryczna twierdzenia Rolle’a

Y A f(c)=0

Uwaga: Twierdzenie Rolle’a zapewnia istnienie w przedziale (q;5) jednego
punktu ¢, w ktéorym pochodna znika: f '(C) =0, co nie wyklucza, ze punktow

takich moze by¢ wigcej, a nawet nieskonczenie wiele, jak to jest na przyktad w
przypadku funkcji state;.

Z twierdzenia Rolle’a korzystamy czesto gdy:

f(a)=f(b)=0.

Przyklad. Zastosowanie twierdzenia Rolle’a dla funkcji f (X) =SiNX w
przedziale [0, 7],
e funkcja ciggla i r6zniczkowalna

o f(0)=f(r)=0.

Istnieje wigc taki punkt ¢ e (0; ), ze f '(C) =0. Poniewaz f '(X): COSX, stad

T
c==.
2



Twierdzenie (o przyrostach, Lagrange’a)_Jezeli funkcja f jest:
e ciggla na przedziale domknigtym o koncach Xy i X,

e ma pierwszqg pochodng wewngqtrz tego przedziatu,

to istnieje taki punkt c lezgcy miedzy Xy 1 X, ze

f(x)—f(x)=f'(chx=xp).

Niech
Af = f(x)- f(xg) - przyrost funkeji f
AX=X—Xg - przyrost zmiennej x
wtedy:
Af = f'(c)Ax.

Stad nazwa twierdzenie o przyrostach.

Interpretacja geometryczna twierdzenia Lagrange’a

f(b)

-

f(a)

v

Twierdzenie Lagrange’a mowi, ze istnieje punkt x e[a,b], ze styczna do
krzywej w punkcie (X, f (X)) jest rownolegta do prostej przechodzacej przez
punkty (a, T(a)) i (b, f(b)).

Przyklad. Zastosowanie twierdzenia Lagrange’a do funkcji f(x)=2x> —8x +1
dla a=11ib=3.



f(a)=f(1)=-5
f(b) = f(3) =31

Na mocy twierdzenia istnieje doktadnie jedna wartos¢ ¢ pomiedzy a=1 i b=3,
taka, ze

31-(-5) _36 _

Fe=—3"17 773

18

Obliczmy wartosc¢ C.
f'(x)=6x> -8

6x> -8=18 = x2=E = xlz—/E,xzz /E
3 3 3

Beas = =8B,

3 3



