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Rozwazane w poprzednich czg¢sciach artykutu minima funkcji
n n
S =Y alx-x| oraz f(x)=a(x-x)’ (1)
i=1 i=1

o dodatnich wspolczynnikach a; > 0 i dowolnie ustalonych wartosciach rzeczywistych
x; € R dla i=1,...,n maja bardzo wazne zastosowania zaréwno teoretyczne jak i praktyczne
w roznych dziatach gospodarki.

Wyjasnimy to na prostym przyktadzie. W tym celu wyobrazmy sobie dokonywanie n
pomiardw X;,X,,...,X, pewnej nieznanej wielkosci X, ktore obarczone sa losowymi bledami,

powiedzmy ,,pomiarowymi”. Pomiary x;,x,,...,X,, W statystyce nazywamy proba. Mamy
wtedy sytuacje
x1=x+el, x2=x+62,...,xn=x+en,

gdzie réznice e; =x;—x dla i=1,..,n sanieprzewidywalnymi i nieznanymi btgdami
pomiarowymi.

Jak w takiej sytuacji, majac wszystkie pomiary obarczone btedami, wyznaczy¢ prawdziwg
warto$¢ mierzonej wielkosci X ? W ogdélnym przypadku nie jest to mozliwe. Mozemy jedynie
podja¢ probe minimalizacji tzw. funkcji straty, za ktorg z reguty przyjmuje si¢ funkcje (1).

n n
W najprostszej postaci dla @) =a, =...=a, =1 funkcja f(x)= ) |x—x|=D e

i=1 i=1
reprezentuje sume wartosci bezwzglednych btedow, a warto§¢ minimalizujaca te funkcje
otrzymujemy po ustawieniu warto$ci bezwzglednych tak, aby x; <x, <...<x, i dodawaniu
kolejnych a; =1, az osiagniemy co najmniej potowe sumy wszystkich a; rdOwna w tym
przypadku n, co jest opisane w czeSci pierwszej artykutu. Bedzie to w tym przypadku: x(LH )

2

dla n nieparzystych lub przedziat <x() x(,,+1)> dla n parzystych (w praktyce przyjmujemy

2 2
srodek przedziatlu). Tak okreslong warto$¢ nazywamy mediang z proby:

x(,m) dla nnieparzystych

2
med = X(,\+ X(u )
M dla mparzystych

Twierdzenie 1. Mediana z proby okre$lona wzorem (2) minimalizuje sumg¢ warto$ci
bezwzglednych btedow.

n n
Natomiast funkcja f(x)= Z(x - )ci)2 = Z(ei)2 reprezentuje sume kwadratow btedow,

i=1 i=1



a warto$cig minimalizujacg jest Srednia arytmetyczna z proby x = % X; , co opisuje czgs¢
i=1
druga artykutu.

Ja n

Twierdzenie 2. Srednia arytmetyczna X = % > x; minimalizuje sumg¢ kwadratéw btedow.
i=1
Warto$¢ x, dla ktorej funkcja pierwsza lub druga przyjmuje warto$¢ najmniejsza, nazywana
jest oceng prawdziwej warto$ci mierzonej i w przypadku pierwszym jest to ocena metoda
najmniejszych wartosci bezwzglednych, a w drugim - ocena metoda najmniejszych
kwadratow.
Przyklad. Geodeta, mierzac kilkukrotnie odlegto$¢ migdzy dwoma punktami w terenie
otrzymat wyniKki:
631.26, 631.18, 631.19, 631.24, 631.27, 631.20, 631.23, 631.25.

Jaka jest prawdziwa odlegto$¢ miedzy mierzonymi punktami?

Rozwigzanie

n n
Przyjmujac funkcje straty postaci f(x) = Z|x — xi| = Z|€i| w celu wyznaczenia minimum,
i=1 i=1

nalezy wyniki pomiaréw ustawi¢ rosngco:

631.18, 631.19, 631.20, 631.23, 631.24, 631.25, 631.26, 631.27.
Poniewaz n =8 jest liczbg parzysta, to zgodnie ze wzorem na minimum wyprowadzonym w
pierwszej czg¢$ci niniejszego artykulu otrzymujemy przedzial domkniety <631.23, 631.24> W
praktyce w takim przypadku przyjmuje si¢ srodek przedziatu

X4 +XS _ 631.23+631.24
2 2

=631.2350

X =
n n

Zauwazmy, ze stosujac funkcje f(x) = Z(x — xi)2 = Z(ei)2 minimum jej otrzymamy dla
i=1 i=1

2N 63282

n

X= =631,2275.

Stosujgc rozne reguly (funkcje straty) minimalizujace, otrzymaliSmy - czego moglisSmy si¢
spodziewac - rozne oceny mierzonej odlegtosci. Ktorg z nich nalezy przyjaé, zalezy od
naszego uznania i od wtasnosci danej oceny. Analizg wlasnosci tak otrzymanych ocen
zajmuje si¢ statystyka matematyczna, a doktadniej teoria estymacji. Przy okazji warto
wiedzie¢, ze w geodezji zwyczajowo 1 powszechnie stosuje si¢ kwadratowa funkcje straty,
czyli ocenianie metoda najmniejszych kwadratéw. Jest to metoda bardzo rozpowszechniona
ze wzgledu na prostote matematyczna.

Obie metody posiadajg réwniez duze znaczenie teoretyczne, ale omowienie tego wykracza
poza ramy tego artykutu.

Zadanie do przemyslenia

Sprawdz, ze mediana z proby 1, 2,2, 2, 3, 3,4,4,5 wyliczona ze wzoru (2) jest rOwna
warto$ci X minimalizujacej funkcje f(x) =|x — 5|+ 2x — 4|+ 2x =3[+ 3x — 2|+ |x 1.




