Pole czworokata

Wiktoria Gorlo, klasa 1a, I Liceum Ogdlnoksztatcgce im. Jana Kochanowskiego w Olecku
pod kierunkiem Elzbiety Guziejko

Artykut powstal na podstawie wyktadu dr hab. Andrzeja Matrasia, prof. UWM dla uczniow
I LO w Olecku wygtoszonego 15 marca 2018r.

Potrzebne informacje:

e Pole trojkata: P, = a‘b'%
e Wzory skroconego mnozenia : a°—b* =(a—b)(a+b)

(a+b)* =a’ +2ab+b’

e Twierdzenie cosinusow :

¢ =a’+b*—2abcosy

e  Wzor na jedynke trygonometryczng : sin® a+cos’a =1
e Wozory redukcyjne: sin(180° —«) =sina, cos(180° —a)=—cos

o Twierdzenie o czworokacie wpisanym w okrag: suma przeciwlegtych katow jest
rowna 180°.

e Twierdzenie o czworokacie opisanym na okrggu: sumy przeciwlegtych bokoéw sa
sobie rowne.



I. Czy pole czworokata moze wyraza¢ si¢ przy pomocy bokow?

C

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, wigc f=180" —«

1. Pole czworokata ABCD wpisanego w okrag mozemy wyrazi¢ wzorem:

_ab-sina N cd-sin(180°—a) ab-sina +cd sing_ab+cd
2 2 2 2

P sina

2. Ztwierdzenia cosinusow zastosowanego w trojkatach ACD i ABC do wyznaczenia
przekatnej AC otrzymujemy:

a’+b®—2ab-cosa =c? +d* —2cd - cos(180° — )
a’+b?—2ab-cosa =c®+d” +2cd -cosa
a’+b’—c*—d?=2(ab+cd)-cosa
a’+b*-c*-d?
cosa =
2(ab+cd)

sinfa+cos’ =1
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E.[[2(ab+co|)] —(@? +b? —c? —d?)?]=

:%-[Z(abJrcd)—(az +b? —c?—d?)]-[2(ab+cd) + (@® +b? —c? —d?)]=

:%‘(cz+d2 +2cd —a* ~b*+2ab)-(a” +b* +2ab—c* —d* + 2cd) =

:%-[(C+d)2 “@-b)?]fa+b)? - (c-d)?]=

= %-(c+d—a+b)-(c+d +a-b)-(a+b-c+d)-(a+b+c—-d)

Niech p oznacza potowe obwodu czworokata, wowczas a+b+c+d =2p
c+d—-a+b=a+b+c+d-2a=2p-2a=2(p-a)
c+d+a-b=a+b+c+d-2b=2p-2b=2(p-b)

Analogicznie rozpisujac
a+b-c+d=2(p-c)
a+b+c—-d=2(p-d)

otrzymujemy, ze

p? :%.z(p_a).z(p—b)-Z(p—c)-Z(p—d):(p—a)(p—b)(p—c)(p—d)

P=./(p-a)(p—b)(p—c)(p—d) - wzor ten nosi nazwe ,,wzoru Brahmagupty” i

pozwala obliczy¢ pole czworokata wpisanego w okrag o bokach dlugosci a, b, c, d.



1. Kiedy czworokat ma najwieksze pole?

Pole dowolnego czworokata (twierdzenie Bretschneidera) mozemy wyrazi¢ wzorem

P:\/(p—a)(p—b)(p—c)(p—d)—abcd .cos’ a;ﬁ , gdzie «, B sa miarami

przeciwlegtych katoéw w czworokacie.

Pole jest najwigksze, gdy

sa+,6=0 a+ﬂ=900

co = = a+ f=180", a zatem czworokat jest

wpisany w okrag.

Whniosek: Z czworokatow o bokach: a, b, ¢, d najwigksze pole ma czworokat wpisany w
okrag.

I11. W jaki sposob mozna otrzyma¢ wzor Herona?

Jezeli we wzorze na pole czworokata P = \/ (p—a)(p—-b)(p—c)(p—d) przyjmiemy, ze bok
d =0, otrzymamy wzor Herona na pole trojkata

P.=p(p-a)(p-b)(p-c)
IV. Jaki jest wzor na pole czworokata wpisanego w okrag i opisanego na okregu?

Korzystajac z weze$niej wyprowadzonego wzoru na kwadrat pola czworokata wpisanego w
okrag

p? :%-(a+b+c—d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)(—a+b+c+d)

i uwzgledniajac w nim warunek wynikajacy z twierdzenia o czworokacie opisanym na
okregu: a+c=Db+d, przeksztalcamy wyrazenia w nawiasach

a+b+c—-d=(@+c)+b-d=(b+d)+b-d=2b
a-b+c+d=(@+c)-b+d=(b+d)-b+d=2d
a+b-c+d=a-c+(b+d)=a-c+(a+c)=2a
—a+b+c+d=-a+c+(b+d)=-a+c+(a+c)=2c

I otrzymujemy wzor PZ:%-Zb-Zd-Za-Zc:abcd = P=,abcd.

\Whniosek: wzor na pole czworokata wpisanego w okrag i opisanego na okregu wyraza si¢

wzorem: P =+/abcd .



