Rekurencja

Janusz Karkut, Akademicki Zespot Placowek Oswiatowych w Fijewie (Lubawa)

Zacznijmy od przyktadu.

Zalozmy, ze pracujesz dla firmy parkingowej. Kazdy z klientow jezdzi samochodem W, samo-
chodem S lub P. Szef powiedzial ci, Ze musisz zarezerwowac¢ miejsca postojowe na parkingu i
oznaczy¢ je jako W, S oraz P. Samochody W i samochody S zajmujg po 2 miejsca postojowe,
podczas gdy samochody P wymagajq tylko jednego.

(a) Pole parkingowe ma 12 miejsc. Na ile sposobow mozesz przydzieli¢ miejsca?
(b) A4 jesli pole parkingowe ma 500 miejsc, to na ile sposobow mozesz to zrobic¢ ?
Rozwigzmy ten problem.

Zauwazmy, ze liczba 12 nie ma tu zadnego szczeg6lnego znaczenia.

Niech p, oznacza liczbg sposobow przydzielenia miejsc parkingowych, na ktoérym jest n sta-
nowisk postojowych. Jesli przydzielimy jedno miejsce dla P, mozemy przydzieli¢ pozostate
n — 1 miejsc na p,_, SpPosobow, jesli zas przydzielimy pierwsze dwa miejsca dla samochodu
W, to pozostale n — 2 miejsc mozemy przydzieli¢ na p,,_, sposobow. Podobnie, jesli przydzie-
limy pierwsze dwa miejsca dla samochodu S, to pozostate n — 2 miejsc mozemy przydzieli¢
rébwniez na p,_, sposobow. Liczbe sposobow przedzielenia miejsc na parkingu opisuje wigc
wor rekurencyjny

p1=1
p2=3
Pn = Pn-1* 2Pn-2.
Wypiszmy kolejne wyrazy tego ciagu, az do py».
p3=p2+2py=3+2-1=5
Ps=p3+2p,=5+2-3=11
Ps =ps+2p3=11+2-5=21
Pe =Ds +2p, =21+2-11 =43
P7 =Dpg + 2ps =43+ 2-21 =85
Pg =Py +2pg =85+2-43 =171
Do = pg +2p; =171+ 2-85 = 341
P10 = Do + 2pg = 341+ 2-171 = 683

P11 = P1o + 2pg = 683 + 2 - 341 = 1365



P12 = P11 + 2p10 = 1365 + 2- 683 = 2731
UftT...
Poradzilismy sobie z a), pora na b).
Czy potrafimy znalez¢ wzor analityczny tego ciggu?
Majac wzor (*)  pp = Pn-1 + 2Pp—2, Przyjmijmy p, = c™
Woéwcezas rownanie (*) ma postac:

¢ ="+ 22
Jesli ¢ # 0, to dzielac obie strony przez ¢™ 2, otrzymujemy réwnanie:
ct—c-2=0.

Pierwiastkami tego roéwnania sg liczby ¢; = 2,¢, = —1.

Piszac p, = A1cl' + A,¢cF = 4,2™ + A,(—1)™ i uwzgledniajgc warunki: p; = 1ip, =3,
otrzymujemy:

{P1=1=2/11—/12
p2=3=4‘ﬂ.1+12.

Rozwiazujac ten uktad, otrzymujemy:

Zatem
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To ogromna liczba, gdyz juz dlan = 50 i n = 100, mamy:



p_N=2/3 2% + 1/3 (-1)*n

1 n 2 n
- Pn—§ (—1) +§'2

pn=1/3(-1n+2/3* 2"
Podstaw, n=50: p, = 750599937895083

pn=1/3(-1)"n+2/3*2'
Podstaw, n=100: p, = 845100400152152934331135470251

W Podstawie programowej znajdujemy przyktad (str. 289) ciggu zdefiniowanego rekurencyj-
nie:

a1 = 1
a, = 1
Ant+2 = Api1 T Ay
Poczatkowe wyrazy tego ciggu sa nastepujace:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, ...

Sg to liczby, zwane liczbami Fibonacciego.

Jaka jest definicja analityczna tego ciagu? Powtorzmy metode zastosowang w poprzednim
przyktadzie.

Przyjmujac a,, = c", piszemy rownanie:
Cn+2 — Cn+1 + c™.
Dzielgc obie strony przez ¢™, otrzymujemy:
ct—c—-1=0.

. . . , . . 1+V5 . 1-5
Pierwiastkami tego réwnania sg liczby: ¢; = — 1 =—

Piszac a, = xci{ + yc3 i uwzgledniajac warunki poczatkowe, otrzymujemy:

{1 =xcq +yc,
1=xc?+ycs

Podstawiajac c; 1 ¢, 1 mnozac obie strony przez 2 i 4 odpowiednio, otrzymujemy:

{2=x(1+\/§)+y(1—\/§)
4=x(1+V5) +y(1-V5)’



Rozwigzaniem tego uktadu jest nastepujace:

» CAS E]
2=x(1+sqrt(5))+y(1-sqrt(3))

5 2=x(v3+1)+y(—¢3+1)

1

A=x(1+sqgrt(5))"2+y(1-sqrt(5))"2

2
~ 4=x(2v5+6)+y (-2V5 +6)
{31, $2}
e ([ ¥E 5
Rozwiaz =5 ¥ = 5
Zapiszmy x = %, y= —%. Wowczas
1 <1+\/§>” 1 (1—\/§>n
A, = — -— ,
" \5 2 V5 2
a po przeksztalceniach:
(1+v5) = (1-v5)"
a, = :
n 2n\/§

Czy to dziala?

((1+sqrt(5))*n-(1-sqri(5))*n)(2"n"sqri(3))
Podstaw, n=1: 1

((1+sqrt(2))"n-(1-sqrt(2))"n)(2"n"sqri(3))
Podstaw, n=10: 55

((1+sart(3))"n-(1-sgri(3))"n)(2"n*sqri(3))
Podstaw, n=12: 144

Jak wida¢, bez zarzutu!

Postawmy teraz pytanie ogdlne: Jak utworzy¢ wzér analityczny dla danego ciggu rekurencyj-
nego?



W poprzednich przyktadach uzyliSmy nastgpujacej metody ogdlnej, ktoéra stosujemy w przy-
padku ciggdéw rekurencyjnych typu

Anp = Pan—1 +qan_;.

Takie rekurencje nazywa si¢ rekurencjami liniowymi, poniewaz kazdy wyraz rekurencji jest
wyrazeniem postaci a, lub a,_; pomnozonym przez stalg.

Najpierw szukamy rozwigzan w postaci c¢", co prowadzi do uzyskania rownania
¢ = pc™ 1 4 g2,
Dzielac obie strony tego rownania przez ¢~2 , otrzymujemy rownanie
c?2—pc—q=0,
nazywane réwnaniem charakterystycznym rekurencji.
Rozwigzujemy je, by uzyskaé pierwiastki c; i c,.
Jesli ¢; # c,, piszemy réwnanie
a, = A1c] + 2,5
dla pewnych statych A, i 1,. Jest to rozwigzanie ogélne rekurencji.
Jesli ¢; = c,, piszemy réwnanie
a, = A1c" + A;nc™.
Pozostaje rozwigzac je w szczegdlnym przypadku, tzn. przyjmujac warunki poczatkowe.
Pokazemy to na nast¢pujacym przyktadzie.
a, =1
a, =2
ap = ap-1 +6ay_;
Niech a,, = c™. Wobwczas
¢ ="t 4+ 6c™72,
Dzielgc obie strony tego rownania przez ¢™~2, otrzymujemy:
ct—c—-6=0.
Pierwiastkami tego rOwnania sg liczby ¢; = 3 i ¢, = —2.
Dla pewnych a; i a, mamy zatem:
ap =a 3"+ a, - (—2)™

Poniewaz a; = 11a, = 2, wigc



{3“1 - 2(12 = 1

9a; + 4a, = 2,
skad
4 1
=150 = 75
Zatem
L P N
Zgadza si¢? Oczywiscie!

Policzmy as ze wzoru rekurencyjnego:
a3:a2+6a1:8.
Ze wzoru analitycznego otrzymujemy to samo:

4 1 4 1 36 4 40
— By — (2 =27 —— . (-8)=—4+—=—=28.
15 3 10 =2) 15 7 10 (=8) 5+5 5 8

Setnym wyrazem jest zatem

¥ CAS
1 ‘4;’153“1(](]—1;“1(]{—2}“1(](]

| -+ 137434005528536354816291241248009399237558351996

Rozwazmy jeszcze jeden przyktad.
Znajdz wzor analityczny dla ciggu rekurencyjnego okreslonego dla n > 2 wzorem

a; =1

a, =3

a, =4a,_1 —4a,_,.
Roéwnanie charakterystyczny ma tu postaé
c2—4c+4=0.
Ma ono dwukrotny pierwiastek ¢ = 2.
W takim przypadku rozwigzaniem ogolnym jest
Ac™ + Aync™.

Podstawiajac a; = 1 i a, = 3, otrzymujemy:



{1 S 2/11 + 2/12
3 = 4/11 + 8&2

Rozwigzaniem tego uktadu sg liczby: 4; = % 1A, = %.

Wz6r analityczny ma zatem postac:

—12" 1 Zn—l 1 2"
A =5 +4 n —4(n+ ) .

Na koniec trzy zadania.

1. Wyznacz wzor analityczny dla ciggu rekurencyjnego

ag = 0

{ a, = 1
a, = —2a,_1 +15a,_,.

Odp. @, = =3 (=5)" +2- 3",
2. Wyznacz wzor analityczny dla ciggu rekurencyjnego
ao =1
{ a, = 4
a, =6a,_1 —9a,_,.
Odp. a, = (n+3)-3"1,

3. Wyznacz wzor analityczny dla ciggu rekurencyjnego

a0:O
a]_:].
a2=2

an = 2ap_1 + ap_p — 2a,_3.

Odp. a,, = 2™ —1.



