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Poj¦ciem matematycznym zwi¡zanym z tzw. zªot¡ liczb¡ jest ci¡g Fibonacciego.
Dwa pocz¡tkowe wyrazy tego ci¡gu to warto±ci 1 i 1, natomiast ka»dy nast¦pny
wyraz jest sum¡ dwóch go poprzedzaj¡cych. Pierwsza osiemnastka wyrazów tego
niesko«czonego ci¡gu jest nast¦puj¡ca:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584 .

Dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n, oznaczmy n�ty wyraz ci¡gu Fibonac-
ciego symbolem an (w szczególno±ci, a3 = 2, a15 = 610 ). Poza opisem sªownym, od
którego rozpocz¦li±my, ci¡g ten mo»emy okre±li¢ - za ±redniowiecznym, wªoskim
matematykiem Leonardo z Pizy, znanym jako Fibonacci - przez podanie wzoru
rekurencyjnego :

a1 = 1, a2 = 1 ; an+2 = an + an+1 dla dowolnej liczby naturalnej n .

�atwiej operowa¢ ogólnym wyrazem ci¡gu, jednak nie zawsze okre±lenie takiego
wyrazu jest mo»liwe czy proste. Na ogóln¡ posta¢ wyrazu ci¡gu Fibonacciego, po-
dan¡ przez Jacquesa Bineta, trzeba byªo czeka¢ ponad sze±¢ wieków:
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, równowa»na posta¢ wzoru (1) jest nast¦pu-

j¡ca:

an =
1√
5

[
Φn +

(−1)n+1

Φn

]
, (2)

gdzie Φ oznacza zªot¡ liczb¦, tzn. Φ = 1+
√
5

2
.

Zwi¡zek ci¡gu Fibonacciego ze zªot¡ liczb¡ uwidacznia si¦, m.in., w to»samo±-
ciach opisuj¡cych kolejne pot¦gi zªotej liczby. Odwoªuj¡c si¦ do geometrycznych,
staro»ytnych ¹ródeª poj¦cia zªotej liczby, a ±ci±lej, do harmonicznego (wg Euklidesa)
podziaªu odcinka, zapisujemy
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Zªoty stosunek (3) mo»emy przedstawi¢, równowa»nie, jako

Φ2 − Φ− 1 = 0 , (4)

sk¡d wynika, i»
Φ2 = Φ + 1 . (5)
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Mno»¡c (5), obustronnie, przez Φ, otrzymujemy

Φ3 = Φ2 + Φ . (6)

Podobnie, obustronne mno»enie (6) przez Φ, prowadzi do

Φ4 = Φ3 + Φ2 . (7)

Post¦puj¡c analogicznie, tzn. mno»¡c za ka»dym razem obie strony równo±ci przez
Φ, otrzymujemy

Φ5 = Φ4 + Φ3

Φ6 = Φ5 + Φ4

Φ7 = Φ6 + Φ5

Φ8 = Φ7 + Φ6 .

Zauwa»my, »e uwzgl¦dnienie (5) pozwala na nast¦puj¡ce przeksztaªcenia powy»szych
pot¦g Φ:

Φ3 = (Φ + 1) + Φ = 2Φ + 1

Φ4 = (2Φ + 1) + (Φ + 1) = 3Φ + 2

Φ5 = (3Φ + 2) + (2Φ + 1) = 5Φ + 3

Φ6 = (5Φ + 3) + (3Φ + 2) = 8Φ + 5

Φ7 = (8Φ + 5) + (5Φ + 3) = 13Φ + 8

Φ8 = (13Φ + 5) + (8Φ + 5) = 21Φ + 13 .

Zatem kolejne pot¦gi zªotej liczby mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ kombinacji liczb Φ oraz
1, o wspóªczynnikach b¦d¡cych s¡siednimi wyrazami ci¡gu Fibonacciego. Powy»sze
spostrze»enie mo»na sformuªowa¢ w ogólniejszej, nast¦puj¡cej postaci:

Twierdzenie 1. Dla dowolnej liczby naturalnej n , n > 1 , prawdziwa jest równo±¢:

Φn = an · Φ + an−1 . (8)

Dowód. Wobec (5) oraz a1 = a2 = 1, uzyskujemy Φ2 = a2Φ + a1 , czyli równo±¢ (8)
zachodzi dla n = 2 . Zaªó»my teraz, i» n > 2. Zatem, na mocy (2),
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Praw¡ stron¦ równo±ci (9) mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób:
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Poniewa» (−1)n+1 = −(−1)n , wi¦c (10) jest postaci
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St¡d, bior¡c pod uwag¦ (9) oraz (11),
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5Φ , prawa strona (9) przyjmuje
warto±¢ Φn , co ko«czy dowód.

Odnotujmy jeszcze jeden zwi¡zek mi¦dzy zªot¡ liczb¡ i ci¡giem Fibonacciego.
Obliczmy iloraz dowolnie ustalonego wyrazu ci¡gu Fibonacciego przez poprzedzaj¡cy
go wyraz. Otrzymana liczba tym dokªadniej przybli»a zªot¡ liczb¦, im wi¦kszy jest
indeks ustalonego wyrazu, tzn.

a4
a3

= 1, 5,
a5
a4

= 1, (6),
a6
a5

= 1, 6,
a7
a6

= 1, 625,
a11
a10

= 1, 61(81) .

Kolejne twierdzenie, podaj¡ce uogólnienie zaobserwowanej powy»ej zale»no±ci, mo»emy
wysªowi¢ w nast¦puj¡cy sposób: granica ilorazów s¡siednich wyrazów ci¡gu Fibonac-
ciego jest zªot¡ liczb¡.

Twierdzenie 2.
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Dowód. Oznaczmy, symbolem g , granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an+1

an
. Wobec

reguªy rekurencyjnej dla ci¡gu Fibonacciego, an+1 = an + an−1 dla n > 1. Zatem
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Korzystaj¡c z wªasno±ci dziaªa« arytmetycznych na granicach ci¡gów zbie»nych,
mo»emy zapisa¢
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Na mocy (14) oraz (15), otrzymujemy g = 1 + 1
g
, czyli g2 − g − 1 = 0 . Bior¡c pod

uwag¦ (4) i dodatnio±¢ g, wnioskujemy, i» g = Φ .

Podane twierdzenia dostarczaj¡ matematycznych narz¦dzi do badania zale»no±ci
mi¦dzy zªot¡ liczb¡, towarzysz¡c¡ od wieków ró»nym przejawom przyrody i sztuki,
i liczbami Fibonacciego. Umo»liwiaj¡ dalsze odkrywanie powi¡za« abstrakcyjnego
±wiata liczb z �zyczn¡ rzeczywisto±ci¡. Do takich odkry¢ zach¦camy czytelnika, pro-
ponuj¡c - na pocz¡tek - rozwi¡zanie poni»szych zada«.

Zadanie 1. Znale¹¢ granic¦ ci¡gu (an)n∈N , okre±lonego wzorem rekurencyjnym:

a1 = 1 ; an+1 =
√

1 + an dla dowolnej liczby naturalnej n .

Zadanie 2. W oparciu o cztery kolejne wyrazy ci¡gu Fibonacciego, znale¹¢ takie
liczby naturalne a oraz c , »e (a, 546, c) stanowi trójk¦ pitagorejsk¡, tzn. a2 + 5462 = c2 .

Wskazówka. 546 = 2 · 13 · 21
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