O pewnych zwigzkach zlotej liczby z ciggiem Fibonacciego
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Pojeciem matematycznym zwigzanym z tzw. zlotg liczbg jest ciag Fibonacciego.
Dwa poczatkowe wyrazy tego ciggu to wartosci 1 i 1, natomiast kazdy nastepny
wyraz jest suma dwoch go poprzedzajacych. Pierwsza osiemnastka wyrazow tego
nieskoriczonego ciggu jest nastepujaca:

1, 1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584 .

Dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n, oznaczmy n—ty wyraz ciagu Fibonac-
ciego symbolem a,, (w szczegolnosci, az = 2, a;5 = 610). Poza opisem stownym, od
ktorego rozpoczeliSmy, cigg ten mozemy okreéli¢ - za Sredniowiecznym, wloskim
matematykiem Leonardo z Pizy, znanym jako Fibonacci - przez podanie wzoru
rekurencyjnego :

a1 =1,ay=1; apio = a, + apy1 dla dowolnej liczby naturalnej n .

Latwiej operowa¢ ogolnym wyrazem ciagu, jednak nie zawsze okreslenie takiego
wyrazu jest mozliwe czy proste. Na ogblng posta¢ wyrazu ciagu Fibonacciego, po-
dang przez Jacquesa Bineta, trzeba byto czeka¢ ponad szes¢ wiekow:
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gdzie ® oznacza zlota liczbe, tzn.

Zwiazek ciggu Fibonacciego ze zlota liczba uwidacznia sie, m.in., w tozsamos-
ciach opisujacych kolejne potegi ztotej liczby. Odwolujac sie do geometrycznych,
starozytnych zrodel pojecia ztotej liczby, a Scislej, do harmonicznego (wg Euklidesa)
podziatu odcinka, zapisujemy
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Ztoty stosunek (3) mozemy przedstawié, rownowaznie, jako
P*—P—-1=0, (4)
skad wynika, iz
PP=P+1. (5)



Mnozac (5), obustronnie, przez ®, otrzymujemy

PP =0+ P. (6)
Podobnie, obustronne mnozenie (6) przez ®, prowadzi do

Pt = ¢ 4 2. (7)

Postepujac analogicznie, tzn. mnozac za kazdym razem obie strony réwnosci przez
®, otrzymujemy

° = ¢! + ¢°
P° = §° + ¢
d7 = ¢ + P°
% = 7 + ¢°.

Zauwazmy, ze uwzglednienie (5) pozwala na nastepujace przeksztalcenia powyzszych
poteg P:

=(P+1)+P=20+1

=20+1)+(®P+1) =3P +2
=BP+2)+(20+1)=5d+3
=0BP+3)+3B3P+2)=8>+5
=(8P+5)+ (5P +3) =130 +38

% = (130 +5) + (8P + 5) = 21P + 13.

Zatem kolejne potegi ztotej liczby mozna wyrazi¢ za pomocg kombinacji liczb ® oraz

1, o wspotezynnikach bedacych sasiednimi wyrazami ciagu Fibonacciego. Powyzsze
spostrzezenie mozna sformutowaé w ogoélniejszej, nastepujacej postaci:

Twierdzenie 1. Dla dowolnej liczby naturalnej n, n > 1, prawdziwa jest rownosé:

" =q, - P+a,. (8)

Dowdd. Wobec (5) oraz a; = ay = 1, uzyskujemy ®* = a,® + a; , czyli rownosé (8)
zachodzi dla n = 2. Zatézmy teraz, iz n > 2. Zatem, na mocy (2),
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Prawg strone réwnosci (9) mozna zapisaé¢ w nastepujacy sposob:
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Poniewaz (—1)"*! = 1)™, wiec (10) jest postaci

% (@™ o) . (11)



Stad, biorac pod uwage (9) oraz (11),

an® +a, 1 = L gn (®*+1) . (12)
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Wobec ®% 41 = (\/521) 1 “”42\@ = \/g(\ggﬂ) = /5@, prawa strona (9) przyjmuje

wartos¢ @™, co konczy dowdd. ]

Odnotujmy jeszcze jeden zwiazek miedzy ztota liczba i ciagiem Fibonacciego.
Obliczmy iloraz dowolnie ustalonego wyrazu ciggu Fibonacciego przez poprzedzajacy
go wyraz. Otrzymana liczba tym dokladniej przybliza ztota liczbe, im wiekszy jest
indeks ustalonego wyrazu, tzn.
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a
=15, =2=1,(6), = =1,6, —=1,625, — =1,61(81).
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Kolejne twierdzenie, podajace uogolnienie zaobserwowanej powyzej zaleznosci, mozemy
wystowi¢ w nastepujacy sposob: granica ilorazéow sasiednich wyrazéow ciggu Fibonac-
ciego jest zlotg liczba.

Twierdzenie 2.

lim 2L = (13)
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Dowdd. Oznaczmy, symbolem g, granice ciggu o wyrazie ogélnym <. Wobec

n

reguty rekurencyjnej dla ciggu Fibonacciego, a,41 = a, + a,_1 dlan > 1. Zatem
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Korzystajac z wtasnosci dziatai arytmetycznych na granicach ciagow zbieznych,
mozemy zapisac
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Na mocy (14) oraz (15), otrzymujemy g = 1 + é, czyli > — g — 1 = 0. Biorac pod
uwage (4) i dodatnio$é g, wnioskujemy, iz g = ®. O

Podane twierdzenia dostarczaja matematycznych narzedzi do badania zaleznosci
miedzy ztotg liczbg, towarzyszaca od wiekow réoznym przejawom przyrody i sztuki,
i liczbami Fibonacciego. Umozliwiaja dalsze odkrywanie powigzan abstrakcyjnego
Swiata liczb z fizyczna rzeczywistoscia. Do takich odkryé zachecamy czytelnika, pro-
ponujac - na poczatek - rozwigzanie ponizszych zadan.

Zadanie 1. Znalez¢ granice ciagu (a,)nen , okreslonego wzorem rekurencyjnym:
a; =1; apr1 = v1+ a, dla dowolnej liczby naturalnej n .
Zadanie 2. W oparciu o cztery kolejne wyrazy ciggu Fibonacciego, znalezé takie

liczby naturalne a oraz c, ze (a, 546, c) stanowi trojke pitagorejska, tzn. a® + 546% = ¢?.
Wskazowka. 546 =2 - 13 - 21



