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n
W tej cze$ei artykutu zbadamy minimum funkcji postaci f(x) = Zai|x— xi| 0 dodatnich
i=l1

wspotczynnikach g; > 0 i ustalonych wartosciach rzeczywistych x; € R dla i=1,...,n, gdzie

n
symbol )" a;|x— x| oznacza sumowanie a|x — x|+ a|x — x,|+...+ a,[x — x,|.
i=1
Przede wszystkim zauwazmy, ze kazda warto$¢ bezwzglgedng mozemy zapisa¢ dla x <x; w
$posdb a;x — x| =—a;(x—x;),adla x> jako q;lx—x;|=aq;(x—x;).
Skoro zapis wartosci bezwzglednych zalezy od tego, czy argument X jest wigkszy, czy
mniejszy od x;, to warto jest ustawi¢ wartos$ci bezwzgledne tak, aby x; < x, <....<Xx, .

Wtedy natychmiast otrzymamy, zaleznie w ktorym przedziale znajduje si¢ argument X, ile
warto$ci bezwzglednych pozostaje bez zmiany znaku, a w ilu znak zmienia si¢ na przeciwny.

Zacznijmy od analizy wyznaczania minimow sum warto$ci bezwzglednych w dwoch prostych
przypadkach.
Przypadek 1. Wyznacz, dla jakiego argumentu funkcja f(x) =|x+2|+3x—1 +|x+1] osiaga
najmniejszg wartos¢.
Rozwigzanie. Minimum wyznaczymy na podstawie wykresu funkcji. Przede wszystkim
zapiszemy funkcje tak, aby miejsca zerowe w kolejnych wartosciach bezwzglednych byty
ustawione rosnaco: x; =—2, x, =—1 i x3 =1. Wtedy

—5x dla xe(-0,-2)
—-3x+4 dla xe(-2,-1)

—x+6 dla xe(-11)

5x dla xe(@+x)

f(X) =[x+ 2|+ 3x =1 +|x+1 =[x — (=2)| + |x — (1) +3x -1 =

Korzystajac z wykresu (rys. 1) widzimy, ze funkcja osigga najmniejsza wartos¢ dla
argumentu x =1, gdy rosngce wspotczynniki kierunkowe poszczegdlnych odcinkoéw linii
prostych: b, =-5, b, =-3, b, =—-1, b, =5 zmieniaja si¢ z ujemnych na dodatnie. Jest to dos¢
oczywiste, bowiem przy ujemnych wspotczynnikach funkcja maleje, przy dodatnich rosnie.
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Rys.1. Typowy ksztalt wykresu funkcji, Rys.2. Typowy ksztalt wykresu funkcji,
gdzie wszystkie by 0. gdzie bs=0.



Przypadek 2. Wyznacz, dla jakiego argumentu funkcja f (x) =|x—1+2x -3/ +|x+1] osiaga
najmniejsza warto$¢.

Rozwiazanie. Post¢puja analogicznie funkcj¢ f(x) zapiszemy nastepujgco:

—-4x+6 dla xe (—oo,—1>
-2x+8 dla xe(-11)
6 dla xe(13)
4x—-6 dla xe(3,+x)

f(X) =|x=1+2x=3+|x+1 =[x — ()| +|x -1+ 2x -3 =

Z wykresu widzimy (rys.2), ze funkcja osigga najmniejszg wartos¢ w kazdym punkcie
przedziatu <1,3> , W ktorym wspotczynnik kierunkowy jest rowny zero (b, =0).

Warto zwrdci¢ uwage na zewngtrzne odcinki wykresu lezace na liniach o tym samym miejscu
zerowym.

W ogdlnym przypadku dowolnej sumy wartosci bezwzglednych:
n
f(x)= Zai|x—xl-| , X <X <..<x,, ¢;>0dlai=1L..n,
i=1
dla x<x <x, <...<x, otrzymujemy |x—x;]|=—(x—x,) dlawszystkich i=1,...,n, wtedy

f(x)=—(a,+...+a,)x+(a,x +...+a,x,) =bx+c,

i otrzymujemy funkcje liniowa ze wspotczynnikiem kierunkowym b, =—(a, +...+a,) <0.
W nastgpnym przedziale dla x; < x<x, <...<x, mamy |x - x1| =(x—x;) I
|x — xi| =—(x—x;) dlai=2,.,n,astad

f(x)=b,x+c, z b,=a,—(a,+...+4a,), gdzie b, <h,.
Przesuwajac si¢ z X do kolejnych przedziatow, coraz wigcej wspotczynnikow a; jest
dodawanych i jednoczesnie coraz mniej odejmowanych. Na koniec x; <x<x, <...<x, <X
i otrzymujemy b , =a +a,+a;,+...+a,,gdzie b <b, <...<b,,, oraz co latwo zauwazy¢
by =D
Wspotczynniki b, funkcji liniowych informuja nas o monotonicznos$ci funkcji. Funkcja wige
tak dtugo maleje (b, <0) lub jest stata, az b, >0 i funkcja zaczyna rosna¢. Wynika stad, ze
minimum osigga na koncu ostatniego przedziatu, w ktérym malata lub w przedziale w ktorym

by =0, co wida¢ na rysunkach 1 i 2.

Wyznaczenie argumentow, dla ktorych funkcja osigga minimum polega wigc na wyznaczeniu
dla jakiego k=12,...,n,n+1 nastgpuje zmiana b, <0 na b, ;>0.

Przy oznaczeniach A=a;+..+a, | A, =aj+..+q, dlak=12,..,n, 45=0, A}, =A4- A4,

otrzymujemy A, < % A 1 uktad nieréwnosci

by=A, 1 —A,_ <0 (A, <A A < A-A4,_ A, <1y
k k-1 Ifl N klrkl<:> k-1 k=1 oy k112.
co prowadzi do prostej reguty znajdowania minimum funkcji:
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Twierdzenie.

n
Funkcja f(x)= Zai |x - x,-| o dodatnich wspoétczynnikach a; > 0 osigga minimum dla
i=1
- : . J A< %A i _1 -
x=x, takiego, ze | 2" lub naprzedziale (X, X,.,), gdy 4, =14,dla k=12,...,n.
A >54
Podsumowujac:

1. Po uporzadkowaniu x; < x, <....<x,, , dodajemy kolejne wspotczynniki a; do

momentu, az suma A4, =a; +..+a; bedzie rowna potowie sumy wszystkich
wspotczynnikow lub ja przekroczy.

2. a)Jesli 4, =14, towtedy b, =0 ifunkcja f jestw przedziale (x,,X,,,) stala,
wigc w kazdym punkcie tego przedziatu przyjmuje warto$¢ najmniejsza ,

1

A < 14 . . S
b) jesli jl , to funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza dla x =x; .
)

Przyklad.
Wyznacz punkty, w ktorych funkcja

S =2x=3+|x =1 +3x+1+[x— 2|+ 2}x+2|

przyjmuje warto$¢ najmniejsza.
Rozwigzanie.
Ustawiamy wartos$ci bezwzgledne tak, aby x; < x, <....<x, . Wtedy

S () =2x = (2)|+3x = (=D + | =1 +[x = 2| + 2}x - 3|
Suma wszystkich wspoélczynnikow A=a, +a,+a,+a, +a, =2+3+1+1+2=9,
A =a;=2< %A =45 oraz A4, =a+a, =5> %A =45 , wigc funkcja f przyjmuje
najmniejsza wartos¢ dla argumentu X=X, =-1.
Ta prosta wlasnos¢ funkcji  f(x) = iai |x - x,-| o dodatnich wspotczynnikach a; >0 ma
bardzo powazne konsekwencje w st;)l/styce matematycznej, co bedzie opisane w trzeciej

czesci artykutu.

Zadania do samodzielnego rozwiazania.

Dla jakich argumentéw funkcja osigga minimum 1i ile jest 0no jest rowne, jesli

L f)=4x—4+3x+3+2qx-2+[x+1, 2. f(x)=) |x—i?
i=1



