Minimum i maksimum funkcji kwadratowe;j

Janusz Karkut, Akademicki Zespotl Placowek Oswiatowych w Fijewie

Rozwazmy nastepujace zadanie:

1. Niech f(x) = x%? + 6x + 5.

a) Naszkicuj wykres funkcji f.

b) Wyznacz najmniejsza wartos¢ f(x),x € R.

c) Jaki zwigzek ma warto$¢ X, dla ktorej warto$¢ f(x) jest najmniejsza, z miejscami zero-
wymi funkcji ?

Ad. a) Korzystajac ze wzoru uproszczonego mnozenia, przedstawmy x2 + 6x + 5 W postaci
kanonicznej a(x — p)? + q:

x>’ +6x+5=(x+3)2-9+5=(x+3)>—4.

Wykresem tej funkcji jest parabola o wierzchotku (—3, —4). Jej miejscami zerowymi sg liczby

, q . f q
Xy =p- —51x2=p+ —

czyli

Wiemy tez, Ze parabola ma ksztatt paraboli o rownaniu y = x2, a jej osig symetrii jest prosta o
réwnaniu x = —3.

Oto jej wykres:

A= (-3,-4)

Ad. b) Powyzszy wykres daje odpowiedz: najmniejszg wartoscig funkcji f jest — 4. Funkcja
przyjmuje ja dla x = —3.

Mozna to tez uzasadni¢ algebraicznie. Z postaci (x + 3)? — 4 wynika, Ze:

e (x+3)? > 0dlakazdego x € R,



e (x+3)—-4=-4
Oznacza to, ze f(x) = —4, a poniewaz f(—3) = —4, wiec —4 jest warto$cig najmniejszg.

Ad. ¢) Poniewaz miejscami zerowymi funkcji f sg liczby — 5 i — 1, to postacig iloczynowa funk-
cji f jest postac

flx)=(x+1)(x+5).

=5+(-1)

-3,
2

Warto zauwazy¢, ze rOwnanie osi symetrii paraboli, w naszym przypadku x =
mozna wyznaczy¢ jako $rednig arytmetyczng miejsc zerowych xq 1 x5:
Xt

X—T.

PrzejdZzmy do uogolnienia.

2. Niech f(x) = ax? + bx + ¢, gdzie a ,b, ¢ s3 liczbami rzeczywistymi i a > 0. Wyznacz
przy pomocy a,b i/lub ¢ rzeczywista wartos¢ X, dla ktorej warto$¢ funkcji jest naj-
mniejsza. Jak zmieni si¢ sytuacja, gdy a bedzie ujemne?

Postepujac podobnie jak w poprzednim przyktadzie, otrzymujemy:
f&x) = ( 2, +C>— ( + b>2+ b7
X)=alx"+-x+-)=alx+— ¢

Wykresem jest parabola z ramionami skierowanymi w gore, o wierzchotku w punkcie

’ 2
(— ;;a ,C— Z—a). Najnizej potozonym punktem paraboli jest punkt o rzednej ¢ — Z—a, ktorego od-
2
cietg jest x = —Zb—a; inaczej: f (— 2%) =c— i’_a_

e . . . . . b b2\ .
Jesli a jest liczbg ujemna, to parabola ma ramiona zwrdcone w dot, a punkt (— 22’ €~ E) jest

2
najwyzej potozonym punktem paraboli; wowczas f (— 2%) =c-— i’—a jest maksimum funkcji f.

Jesli zatem

f(x) = ax? + bx + ¢, gdzie a, b, ¢ s3 statymi,

to:
Lo , .. . b? b
e jezelia > 0, wowczas minimum f(x) wynosi c ~ dla x = %o
C . , . . b? b
e jezelia < 0, wowczas maksimum f(x) wynosi ¢ — v dla x = — o

Zauwazmy, ze wzorow tych nie musimy pamigtac. Wystarczy dobrze operowac postacig kano-
niczng!



