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Rozwazmy funkcje postaci f(x) = Zal-(x - )cl-)2 o dodatnich wspolczynnikach a; >0
i=1
i dowolnie ustalonych wartosciach rzeczywistych x; € R dla i =1,...,n, gdzie symbol
n
> a,(x—x;)> oznacza sumowanie a,(x —x)* +a,(x —x,)* +...+ a,(x —x,)>.
i=1
Jest to, po zsumowaniu, trojmian kwadratowy
n
2 2 2 2
Zai(x—xl-) =aj(x—x ) +ay(x—x, ) +..4a,(x—x,) =
i=1
= (@ +ay +...+a, x> = 2(ayx; + ayxy +...+ a,x, Jx + (a1x21+a2x% +ot anx,f):

{i ai]x2 - £2i a;x; Jx + i al-xl-2
i=1 i=1 i=1

Poniewaz wspolczynniki a, >0, wigc funkcja kwadratowa osigga najmniejszg warto$¢ dla

n
D ax,
i=1

b
argumentu X, =——=-"-"—

a Z”: a
i=1

i jest $rednia wazona (a; sa wagami punktow x;), ktora

oznaczymy X .
Mozemy rowniez dokona¢ analizy w inny sposob, stosowany czgsto w statystyce.

_ iaixi
Mianowicie, do zapisu funkcji wprowadzi¢ srednig wazong X = =—
28
i=1

1 po przeksztalceniach
otrzymac nastgpujacy zapis:

S a3 = Y- F) - (1) = a6 -5 25— D) B+ () =

i=1 i=l1 i=l1

= iai(x—yzc)z —Z(x—yzc)iai(xl- —)=c)+iai(xl~ ~-%)%
i=1 i=1 i=1

n n n
Poniewaz Y a;(x;—X)= Y a;x;— Y a;X =0 ( sprawdzenie tego faktu pozostawiamy
i=1 i=1 i=

czytelnikowi), wiec wobec tego analizowana suma kwadratow ma postaé

anai(x—xi)z =Zn:ai(x—;)2 +Z”:ai (X — ¥’



i zalezy tylko od X. Suma kwadratow jest najmniejsza, gdy poszczeg6lne skladniki sg réwne
zero 1 w naszym przypadku jest najmniejsza, gdy pierwszy sktadnik jest rowny zero, a to

n
_ 2.4i%;

zachodzi wowczas, gdy x =x = %

2.4
i=l
wystepujace w nim elementy sg ustalonymi statymi.

Przyklad.

. Na drugi sktadnik nie mamy wplywu, poniewaz

Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = Zi(x —1i)? osiaga najmniejsza warto$é?
i1
Rozwiazanie.

Funkcja osigga najmniejszg wartos¢, jesli argument jest rowny $redniej wazonej

n

;X Ziz én(n+1)(2n+1)
=) _i

X

iz_nllai iZ::i ) ;(n+1)n

==(2n+1).

Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ze Ziz = % n(n+1)(2n+1) w oparciu o zasade
i=1

indukcji matematycznej lub korzystajac z zaleznosci (k +1)° —k® =3k* +3k +1.

Ciekawym przyktadem jest funkcja, w ktorej wszystkie wspotczynniki sg jedynkami:
) =2 (x=x)%,
i=1

wowczas najmniejszg warto$¢ osigga dla argumentu rownego Sredniej arytmetycznej

in
i=l
n

n
Ta prosta wlasnos¢ funkcji  f(x) = Zai (x— xi)2 o dodatnich wspotczynnikach a; >0 ma
i=1
bardzo powazne konsekwencje w statystyce matematycznej, co bedzie opisane w trzeciej
czesci artykutu.
Zadania do samodzielnego rozwiazania.

1. Wyznacz, dla jakich argumentéw funkcja
f(X)=16(X+4)* +9(x+3)* +4(x+2)* + (x+1)* + (x—1)* + 4(x—2)* +9(x—3)*  osiaga
najmniejsza wartosc.
2. Wyznacz, dla jakich argumentow funkcja f(X) = Ziz (x—i)? osiaga najmniejsza warto$¢.
i=1
3. Korzystajac z zaleznosci (k +1)° —k® =3k* + 3k +1 wyprowadz wzor na sume kwadratow
kolejnych liczb naturalnych »i? = % n(n+1)(2n+1).

i=1



