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Mamy nadzieje drogi Czytelniku, ze posiadasz elementarne pojecie o
wielomianach (dowolnej ilogci zmiennych i dowolnego stopnia). Intere-
sowaé nas beda tylko wielomiany o wspolczynnikach catkowitych. Zapis
w(zy, ..., T,) bedzie oznaczal wielomian o wspélezynnikach catkowitych
od n zmiennych, oznaczanych przez x4, ..., z,. Tak wiec

w(xy, g, x3) = X123 + 4o — 1
jest wielomianem od trzech zmiennych xq,x2,x3, a jego stopien jest
réwny 2. Rozwazmy wielomian w(z1, ..., x,) i niech beda dane liczby
catkowite ¢y,...,¢,. Przez w(cy,...,c,) bedziemy oznaczaé warto$é
tego wielomianu, gdy za zmienna x; podstawimy c;, za zmienna xs
liczbe ¢, itd. Dla podanego wyzej wielomianu w mamy np.

w(l,—1,3)=1-34+4-(=1) —1=-2.

Definicja 1. Powiemy, Ze wielomian w(z1, ..., x,) posiada zero catkowite,
jezeli istniejg liczby catkowite ¢y, ..., c, takie, zZe
w(cy, ..., c,) =0.

Zauwazmy, ze w przypadku wielomianow jednej zmiennej zamiast
pojecia "zero catkowite” uzywamy raczej sformulowania ”pierwiastek
catkowity”. Rozwazmy wielomian jednej zmiennej

w(zy) = ag+ a1y + ... + apxl,

gdzie stopien wielomianu n > 1 oraz a, # 0. W szkole dowodzimy
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Jesli liczba calkowita ¢ jest zerem catkowitym (pier-
wiastkiem catkowitym) wielomianu w, to liczba c jest dzielnikiem wyrazu
wolnego ay.

Tak wiec potencjalne pierwiastki wielomianu
2} — a3 + Tz, + 6
znajduja sie wsrdd liczb catkowitych

1,-1,2,-2,3, 3,6, —6.
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Wystarczy teraz liczby te podstawic¢ za zmienna x; i przekonac sie, czy
przy ktoryms z tych podstawien otrzymamy wartos$c zero. Z twierdzenia
1 otrzymujemy natychmiast nastepujacy

Whiosek 1. Istnieje algorytm, ktory dla dowolnego wielomianu jednej
zmaenne] o wspotczynnikach catkowitych rozstrzyga, czy wielomian ten
posiada zero catkowite.

PrzejdZzmy teraz do wielomianéw innej postaci. Niech
w(Ty,. .., Tp) = a1+ ...+ apxT, +b

(gdzie n > 1) bedzie wielomianem n zmiennych o wspdlczynnikach
catkowitych stopnia 1. Zalézmy ponadto, ze przynajmniej jeden sposrod
wspotczynnikoéw aq, . . ., a, jest rozny od zera. Mozna udowodnic¢ nastepujace

Twierdzenie 2. Wielomian w posiada zera catkowite wtedy i tylko
wtedy, gdy najwiekszy wspolny dzielnik wspotczynnikow aq, ..., a, jest
dzielnikiem liczby b.

Rozwazmy nastepujace dwa przykiady:

Przyklad 1. Niech w(xy,zs,x3,74) = 817 — 623 — 1024 + 16. Na-
Jwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb 8,0, —6, —10 jest 2, a poniewaz
liczba 2 jest takze dzielnikiem liczby 16, to mozemy wnioskowac, na
mocy podanego wyzej twierdzenia, ze wielomian w zera catkowite rzeczywiscie
posiada.

Przyklad 2. Niech teraz v(wy,x2,x3) = —3x; + 1229 — 923 + 4. Na-
Jwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb —3,12, =9 jest liczba 3, ale nie
jest ona dzielnikiem liczby 4. Stad orzec juz mozemy, ze podany wielo-
mian zer catowitych po prostu nie posiada.

7 twierdzenia 2 otrzymujemy natychmiast nastepujacy wniosek

Whiosek 2. Istnieje algorytm, ktory dla dowolnego wielomianu dowol-
nej ilosci zmiennych stopnia 1 (o wspd tezynnikach catkowitych) rozstrzyga,
czy wielomian ten posiada zero catkowite.

Sytuacje opisane we wnioskach 11 2 sa dos¢ szczegolne. We wniosku
1 nie ograniczamy stopnia wielomianu, ale ograniczamy ilos¢ jego zmi-
ennych (do jednej). Z kolei we wniosku 2 ilosé¢ zmiennych jest zupehie
dowolna, ale restrykcja dotyczy stopnia wielomianu - musi to by¢ wielo-
mian stopnia 1. Matematycy bardzo lubia sytuacje ogélne. Dlatego tez
w 1900 roku stawny matematyk David Hilbert postawil nastepujacy
problem:

Czy istnieje algorytm, ktory dla dowolnego wielomianu dowolnej
ilosci zmiennych i dowolnego stopnia o wspolczynnikach catkowitych
rozstrzyga, czy wielomian posiada zero catkowite?
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Problem ten, zwany 10 - tym problemem Hilberta, okazat si¢ bardzo
trudnym. Dopiero w 1970 roku rosyjski matematyk Jurij Matiasewicz
udowodnil, ze stosownego algorytmu nie ma.

Metoda zastosowana przy rozwiazaniu 10 - tego problemu Hilberta
data pewien bardzo interesujacy ”efekt uboczny”. Zanim przejdziemy
do dalszych rozwazan, przypomnijmy jeszcze tylko, ze liczba naturalna
p jest liczba pierwsza, jesli p > 2 oraz jedynymi naturalnymi dziel-
nikami p sa 1 1 p. Wypiszmy kilka poczatkowych liczb pierwszych:

2,3,5,7,11,13. Wiadomo, ze wszystkich liczb pierwszych jest nieskorniczenie

wiele (uwaza sig, ze dowdd tego faktu po raz pierwszy podat starozytny
grecki matematyk Euklides). Liczby pierwsze od dawna fascynowaly
matematykow. W szczegdlnosci poszukiwano ”wzoréw” , ktére dawatyby
pewne liczby pierwsze. Znakomity matematyk Fermat (XVII wiek)
rozwazal liczby postaci

F,=2"+1,
gdzien =0,1,.... Dlaliczbn = 0,1, 2, 3,4 liczby Fy, F1, F5, F31 Fy sa
liczbami pierwszymi. Fermat mial nadzieje, ze réwniez liczby F;, dla
n > 5 sa pierwsze, ale tego nie sprawdzil. Dopiero w 1772 roku Euler
pokazal, ze liczba Fj jest podzielna przez 641, a wiec nie jest liczba
pierwsza. Nadzieje na latwy ”wzorek” na liczby pierwsze upadly. A
co z tym wszystkim ma wspdlnego twierdzenie Matiasewicza? Otz
opierajac sie na tym twierdzeniu mozna udowodnié¢ nastepujace

Twierdzenie 3. Istnieje liczba naturalnan > 1 oraz wielomian w(xy, . . .

o wspotczynnikach catkowitych o nastepujgce] wtasnosci: dla dowolnej
liczby naturalnej p rownowazne sq nastepujgce warunki:

(1) p jest liczbg pierwszg,

(2) p=w(my,...,my,) dla pewnych liczb naturalnych mq, ..., my,.

, Tn)

Tak wiec wszystkie liczby pierwsze mozemy otrzymac obliczajac wartosé

wielomianu w na wszystkich mozliwych naborach liczb naturalnych
my, ..., my, dla ktorych wartosc¢ ta jest liczba naturalna. Twierdzenie
3 byto duzym zaskoczeniem dla matematykéw zajmujacych sie liczbami
pierwszymi. Innym zaskoczeniem byl fakt, ze w 1970 roku Jurij Ma-
tiasewicz mial 22 lata i byt studentem matematyki. Warto wiec by¢
mlodym i studiowaé¢ matematyke!



