Poréwnywanie liczb w postaci wyktadniczej
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Postaé¢ wykladnicza liczby to posta¢ a® , gdzie a nazywamy podstawa potegi, a b wyktad-
nikiem potegi. Poréwnywanie tak zapisanych liczb moze nastrecza¢ probleméw mimo ich "nie-
winnego" wygladu. Na przyktad w zadaniu polegajacym na ustawieniu od najmniejszej do
najwiekszej liczb:
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liczba 2210 = (210)21 = (1024)* > (10%)** = 10" posiada co najmniej 73 cyfry. W poréwnywaniu
takich liczb pomocna jest znajomosé kilku faktow.

Fakt 1 Funkcja potegowa f(x) = xP dla x > 0 jest dla p > 0 funkcjg rosngceq, a dla p < 0
funkcjg malejgcq.
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Rysunek 1: Wykresy funkcji potegowej dla z > 0

Przyklad 1 Poniewaz 5 < 9, to np. 590 <90  orgz  5Y2 < 9V2,

Zauwazmy, ze w funkcji potegowej zmienia sie podstawa, a wyktadnik jest staly. Jesli przyj-
miemy odwrotnie, ze zmienia sie wyktadnik, a podstawa jest stata, to otrzymamy funkcje wy-
ktadnicza.

Fakt 2 Funkcja wyktadnicza f(z) = a* dla a > 0 i € R jest dla a > 1 rosngca, a dla
0 < a <1 malejgca. Dla a =1 jest stata i z requty wyklucza sie w definicji a = 1.
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Rysunek 2: Wykresy funkeji wykladniczej.

Zauwazmy, ze aby skorzystaé¢ z wlasnosci funkcji wyktadniczej podstawy poréwnywanych liczb
musza by¢ takie same. Czesto udaje si¢ nam w prosty sposoéb doprowadzi¢ do tych samych
podstaw, jak w ponizszym przyktadzie.
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Przyklad 2 Poniewaz 3 > 1, to np. 3'%0 < 3160 analogicznie  5V% < 5Y3, ale (g)‘/5 >
1
(g)‘/g, poniewaz podstawa jest mniejsza od jednosci.

W zadaniu wspomnianym na poczatku mamy poréwnaé 9% = 3120 i 27°0 = 3150 Po sprowadze-
niu do wspélnej podstawy otrzymujemy 9% < 27°° poniewaz przy tej samej podstawie réwnej
3, a wiec wiekszej od 1, odpowiednio wyktadniki speliaja nieréwnosé 120 < 150. W ten sam
sposob w zadaniu otrzymamy, ze 27%0 = 3159 < 3160 ostatecznie

560 < 960 < 2750 < 3160'

Problem pojawia si¢, gdy zaréwno podstawy jak i wyktadniki sa rézne w poréwnywanych
liczbach oraz liczby nie daja sie zapisa¢ w prosty sposob z takimi samymi podstawami, jak to
ma miejsce w zadaniu z liczbami 27°0, 2240 3160,

Fakt 3 Jesli k = NW D(a,b) dla catkowitych liczb a i b, to a = kn i b = km dla pewnych liczb
catkowitych n i m.

Fakt ten mozemy stosowaé zaré6wno do podstaw jak i wyktadnikéw w celu uzyskania do po-
réwnywania mniejszych liczb. Mianowicie, jezeli poréwnujemy liczby ¢ i d® oraz NW D(a,b) =
k, to wtedy ¢* = " = (¢V)F i d* = d*™ = (e™)*. Korzystaja z wlasnosci funkcji potegowe;j
wystarczy poréwnaé liczby ¢” i d™ i na przyklad jezeli

< d™ to ¢ = (¢")F < (em)F = db.

Wracajac do zadania poréwnamy 2210 z 27°0 gdzie 277" = (3%)%° = 350, W ten sposéb mamy
dwie rézne podstawy 2 i 3 oraz wykladniki 240 i 150. Poniewaz NW D(240,150) = 30, wiec
problem sprowadza sie do poréwnania liczb 2% i 3% i skorzystania z wlasnosci funkcji potegowe;
o wyktadniku 30.

Poniewaz 28 = 256 > 243 = 3%, to 2210 = (28)30 > (35)30 = 2750,

Analogicznie NW D(240,160) = 80, wiec 2240 = (23)80 = 880 < 980 = (32)80 = 3160,

W ten sposob uporzadkowalismy wszystkie liczby z zadania

560 < 960 < 2750 < 2240 < 3160.

Czasami zadanie moze by¢ trudniejsze, tak jak w przypadku liczb 158 i 2115, Tu réwniez wyko-
rzystamy najwiekszy wspolny dzielnik zaréwno do wyktadnikéw jak i do podstaw. Mianowicie
NW D(18,15) = 3 i zadanie sprowadza sie do poréwnania 15° i 21°. W dalszych rozwazaniach
wykorzystamy dwa nastepne do$é oczywiste fakty.

Fakt 4 Dla a,b > 0 zachodzqg réwnowaznosci a < b < a4 <1l oraz a>b<& a > 1
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Poréwnanie sprowadzimy do badania ilorazu tych liczb: T wykorzystujac najwiekszy wspol-

ny dzielnik podstaw NW D(15,21) =3
156 (3-5)5 _ 5°
215 (3-7)5 T 5

W ostatniej rownosci mamy trzy wzajemnie wzglednie pierwsze podstawy (NWD kazdej pary
podstaw rowny jest 1). W takiej sytuacji mozemy jeszcze wykorzystaé nastepujacy fakt.

Fakt 5 Miedzy kazde liczby rzeczywiste a < b mozna wstawi¢ nieskoriczenie wiele liczb ¢ takich,
zea < c<b.



Wykorzystamy ten fakt do naszych poréwnan. W tym celu nalezy zdecydowac si¢ na sprawdzang
relacje: czy a < b, czy a > b. Nasz decyzja jest tylko przypuszczeniem, wiec nalezy w razie
niepowodzenia jg zmieni¢. Nalezy przy tym zachowaé ostroznos¢ w wyborze wstawianej liczby
posredniej. Przyjmijmy, ze decydujemy sie na sprawdzenie prawdziwosci nieréwnosci
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W tym celu pierwsza liczbg mozemy zmniejszy¢ do liczby c takiej, ze 3+ = > ¢ > 1. Musimy
jednak pamietac, zeby zmniejszenie byto mozliwie mate i umozliwiato dalsze uproszczenie po-
rownywanych liczb. My zastosujemy zastapienie mnoznika 15 przez 14 = 2-7 (kilku procentowe
zmniejszenie liczby).
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W zasadzie mogliby$my na tym zakonczy¢ poréwnywanie, poniewaz mozna juz bez ktopotu po-
liczy¢ wartosé ostatniego wyrazenia i poréwnaé z liczba jeden. Jednak dla ¢wiczenia sprobujemy
dalszych uproszczen zastepujac liczbe 10 liczba 7.
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Otrzymalismy ostatecznie
15'% > 21",

Zalecana jest jednak duza ostroznosé w tworzeniu liczby posredniej ¢, poniewaz mozemy liczbe
wyjsciowa zmieni¢ zbyt duzo.



