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Definicja kongruencji.

Niechm e Nia,b € C.

Mowimy, ze liczba a przystaje do liczby b modulo m, jesli m|(a — b), to znaczy jesli m jest
dzielnikiem liczby a — b. Powyzsza relacje przystawania nazywamy relacja kongruencji, a liczbe
m modutem kongruencji i zapisujemy

a = b(mod m) lub a = b(mod m).

Oczywiscie, dwie liczby a 1 b przystaja do siebie modulo m wtedy i tylko wtedy, gdy daja taka
sama reszte z dzielenia przez m.

Podstawowe wlasnoSci:
1. zwrotno$¢ a = a (mod m),
2. symetria a = b(mod m), to b = a(mod m),
3. przechodnio$¢ a = b(mod m) i b = c(mod m), to a = c(mod m)
4. kongruencje mozna stronami dodawac, odejmowac, mnozy¢ i potggowac, tzn.
jeslia = b(mod m) ic =d(modm),to
a+ c = b+ d(mod m),
a—c=b—d(modm),
ac = bd(mod m) oraz a™ = b™(mod m) dla n € N.
Przyklady:
7 = 2(mod 5) i 8 = 3(mod 5), wtedy 7° = 2°(mod 5), 7° - 8 = 2° - 3(mod 5)

Mozna tatwo udowodni¢ wiasnos¢ dodawania kongruencji.

Jeslia = b(mod m)i ¢ =d(modm),to a—b =km i ¢ —d = lm, dlapewnych calkowitych
liczb | i m. Stad otrzymujemya =km+b i c =Ilm+d.
Wtedy

(a+c)—-b+d)=(km+b+Im+d)—(b+d)=km+Im=(k+Dm

dzieli si¢ przez m, czyli a + ¢ = b + d (mod m).

W zadaniach nalezy pamigtac, Ze relacja kongruencji informuje nas o podzielnosci réznicy dwoch
liczb catkowitych.

Przyktadowo wykazemy, ze je§lin = 2k + 1, k € N, to 16™ + 1 jest podzielne przez 17.
16 = —1(mod 17) , bo réznica 16 — (—1) = 17 jest podzielna przez 17.
Z wlasno$ci potegowania kongruencji otrzymujemy 16™ = (—1)"(mod 17), czyli
16™ = —1(mod 17), poniewaz n = 2k + 1 jest liczbg nieparzystg. Oznacza to, ze
16™ — (—=1) = 17m dlak € N i ostatecznie 16"+1=17m.

Zadania do éwiczen.

Udowodnij wszystkie podane wlasnos$ci kongruencji.



