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Matematyka jest nauka, ktorej niecodzownym elementem jest logika. Lecz pewne twierdzenia,
wydawac by si¢ moglo, ze owej logice przecza. Na przyktad, myslac logicznie mozna doj$¢
do wniosku, ze suma wszystkich liczb naturalnych jest rowna nieskonczono$ci. Mozna jednak
pokaza¢ inny sposéb myslenia prowadzacy do innych wnioskow!

Lecz, zeby poznac¢ warto$¢ sumy wszystkich licz naturalnych, najpierw musimy okresli¢ co
0znacza wyrazenie nieskonczonego sumowania (ktore dla utatwienia oznaczmy S) np.:

S=1-1+1-1+1-1+1-1+1...

Wyrazenia takie nazywamy szeregami.

Jesli chcemy zachowac¢ wlasnos$ci znanego dodawania skonczonej liczby sktadnikow: prawo
taczno$ci i prawo przemiennosci, to wydawac by sie mogtlo, ze sa dwa rozwigzania zalezne
od tego, gdzie postawimy nawiasy:

1)
S=(1-1)+(1-1)+(1-1)+(1-1)...
S=0+0+0+0...
S=0,

zaktadajac ,,po cichu”, ze suma dowolnej liczby zer jest rowna zero, a pamigtajmy, ze jest to
tylko zalozenie, bowiem na tym etapie rozwazan nie mamy zdefiniowanego pojecia
nieskonczonego sumowania i dopiero chcemy je okresli¢. Wstawiajac inaczej nawiasy
otrzymujemy inne rozwigzanie.

2)
S=14(-14+1)+(-1+1)+(-1+1)+(-1+1)...
S=1+0+0+0+0...
S=1
Lecz jest jeszcze trzecia opcja. Najpierw policzmy warto$¢ wyrazenia: 1-S
1-S=1-(1-1+1-1+1-1+1...)

Po opuszczeniu nawiasu otrzymujemy (stosujemy prawo tacznosci, ktore chcemy aby byto
spelnione)

1-S=1-1+1-1+1-1+1-1+1...
Prawa strona tego rownania jest rowna S. Stad
1-S=S
25=1



S=1/2
Podsumowujac otrzymalismy
1-1+1-1+1-1+1-1+1-... = 1/2

Wyrazenie po lewej stronie Nnosi nazwe szeregu Grandiego, ktory zostat odkryty przez
wloskiego matematyka - Guido Grandiego w 1703r.

Teraz, gdy znamy juz wartos$¢ szeregu Grandiego mozemy obliczy¢ sume wszystkich liczb
naturalnych (ktorg dla utatwienia oznaczmy jako SN):

Najpierw wprowadzmy jeszcze jedng sume (S1):
S1=1-2+3-4+5-6+...
Dodajmy do niej jeszcze jedng sume S1 (stosujgc prawo przemiennosci i tacznosci)
S1=1-2+3-4+5-6...
S1= 1-2+3-4+5-6+...
251=1-1+1-1+1-1+1-...=1/2
Otrzymalismy szereg Grandiego réwny ', czyli :
2S1=1/2
S1=1/4
Teraz zapiszmy wyrazenie SN-S1:
SN-S1=1+2+3+4+5+6...
-1+2-3+4-5+6...
SN-S1=0+4+0+8+0+12+0+16...
SN-S1=4+8+12+16...
Teraz wyciggamy 4 przed nawias:
SN-S1=4(1+2+3+4...)
Wyrazenie w nawiasie to suma wszystkich liczb naturalnych, czyli SN, wigc:
SN-S1=4SN
Podstawmy za S1 1/4:
SN-1/4=4SN
3SN=-1/4
SN=-1/12



Tak oto obliczyliSmy sum¢ wszystkich liczb naturalnych udowadniajac, ze suma ta nie rowna
si¢ nieskonczonosci, lecz -1/12.

Uwazny czytelnik juz zauwazyl, ze korzystanie w przypadku tego szeregu z prawa tacznosci i
przemiennosci (punktyl, 2 i1 3) prowadzi do niejednoznacznego wyniku i co tatwo wykazac
do sprzeczno$ci, wigc nie ma mozliwosci takiego zdefiniowania sumy, aby te prawa byly
spetnione.

Zalezno$¢ ta nie jest stosowana w matematyce, gdyz szereg Grandiego wedtug wspotczesne;j
definicji sumy szeregu jest szeregiem rozbieznym, czyli jego suma nie istnieje. Natomiast
takie 1 inne rozwazania tego tematu stanowity podstawe wyksztalcenia si¢ wspolczesnej
definicji sumowania, a sposob, ktory podatem jest nazywany sumowaniem metoda Cesaro i
ma inne znaczenie. Wartosci w ten sposob obliczone sag wykorzystywane w fizyce, np. w
kwantowej teorii pola czy teorii strun.



