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Kiedy mamy zbiory o skonczonej liczbie elementow, tatwo stwierdzi¢, ktory ma
wiekszg miare. Mozna np. policzy¢, ile majg elementéw i1 wybra¢ ten, w ktorym wyszta
wigksza liczba. Jest to jednak ktopotliwe, gdy tych elementoéw jest naprawde duzo, bo trzeba
liczy¢ w jednym zbiorze, liczy¢ w drugim itd. Szybciej byloby, gdyby$my tak bez doktadnego
zliczania taczyli elementy w pary i ten zbior, w ktorym elementy si¢ szybciej skoncza, jest
mniej liczny. Zagadnienie raczej banalne. Rozszerzmy je do zbiorow o nieskonczonej liczbie
elementow — dajmy na to liczby dodatnie parzyste {2.,4,6,8,...} i dodatnie nieparzyste
{1,3,5,7,...}. Ktoérych jest wigcej? Przeciez ich nie policzymy, bo jednych i drugich jest
nieskonczenie wiele (cokolwiek to znaczy), wigc w ten sposob nie poréwnamy tych zbiorow.
Ale jesli bedziemy taczy¢ je w pary, okaze sig, ktorych jest wiecej. No to parujemy: (1,2),
(34), (56), (78),..., (n,n+1),...dla n=2k -1, gdzie k € N, . Okazuje si¢, ze kazda
liczbe nieparzysta zlaczymy z kazda parzysta, czyli jest ich tyle samo. Pomyst z taczeniem w
pary jest catkiem dobry, wiec go sformalizujmy wprowadzajac kilka precyzyjnych definicji.

Definicja 1.
Napis f : X — Y oznacza, ze funkcja f ma dziedzing X ,a Y jest przeciwdziedzing, czyli w
zbiorze Y sg wszystkie wyniki y = f(X).

Przyktad 1. Wezmy prosty przyktad f :C — N, f(x)=x?, gdzie C jest dziedzing tej
funkcji, a N jest jej przeciwdziedzing — tutaj nie wszystkie elementy przeciwdziedziny sa
wynikami funkcji f .

Przyktad 2. Dla funkcji f :C >N, f(x) = |X| wszystkie elementy przeciwdziedziny sg
warto$ciami funkcji f .

Definicja 2.

Obrazem f (X) dziedziny funkcji nazywamy zbidr tych elementow przeciwdziedziny, ktore
sg wynikami przeksztatcenia f , czyli f(X)= {y eY:y="f(x)dlaxeX }

Przyktad 3. Dla funkcji z przyktadu 1 zachodzi f(X)cY ,ale f(X)=Y , natomiast dla
funkcji z przyktadu 2 mamy f(X)=Y .

Definicja 3.
Zbiory X 1 Y nazywamy rownolicznymi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje roznowarto§ciowa
funkcja f:X —Y taka, ze f(X)=Y.

Funkcja z definicji 3 opisuje w sposob formalny ustawianie elementow zbiorow X 1 Y w
pary (X,Y), gdzie y = f(X). RéznowartoSciowos¢ zapewnia, ze réznym elementom zbioru X



bedg przyporzadkowane rozne elementy zbioru Y , warunek f(X)=Y zapewnia, ze zaden
element nie pozostanie bez pary.

Przyktad 4. Z powyzszych rozwazan dla zbioru X liczb dodatnich nieparzystych i zbioru
liczb dodatnich parzystych funkcja f(x) = x+1 jest ewidentnie réznowarto$ciowa i zbior
wszystkich wartosci funkcji f , to doktadnie zbior liczb parzystych, czyli f(X)=Y . Zatem
zbiory X 1Y sg rownoliczne.

Definicja 4.
Zbiér nazywamy przeliczalnym, jesli jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.

Przyktad 5. Zbior Y liczb parzystych dodatnich jest zbiorem przeliczalnym, bo mozna
utworzy¢ roznowartosciowg funkcje f :Y — N takg, ze wynikami beda wszystkie liczby

naturalne : f(y) :%—1.

Moze by¢ tak, ze usuwajac ze zbioru przeliczalnego przeliczalng liczbe elementow on wcigz
bedzie przeliczalny. Rozpatrzmy kilka sytuacji, niektore sg zgodne z intuicjg, niektore
bulwersujg. Ktéry zbior jest wiekszy: N, czy N+? Intuicja podpowiada, ze elementow w N
powinno by¢ o jeden element wiecej (doktadnie o liczbe zero) niz w N+, a sg to zbiory
réwnoliczne, bo kazdy element z N+ mozna potaczy¢ w pare z kazdym elementem z N prosta
funkcjg f(n) =n—1. Podobnie, ktory zbidér ma wigcej elementoéw: C, czy N ? Wydaje sig, ze
liczb catkowitych jest okoto dwa razy wigcej niz naturalnych, a tu niespodzianka — jest ich
tyle samo, co czytelnik wykaze w zadaniach (zadanie 2). Natomiast jesli z N zabiorg
wszystkie elementy n>5, to otrzymam zbior ewidentnie mniejszy i w dodatku skonczony.
Czyli kazdy podzbior zbioru przeliczalnego jest co najwyzej przeliczalny.

Definicja 5.
Ciggiem o warto$ciach w zbiorze Y nazywamy kazda funkcje f : N, —Y okreslong na
zbiorze liczb naturalnych dodatnich, przy czym warto$¢ f(n) nazywamy n-tym wyrazem

ciagu i oznaczamy a,, .

Czyli np. ciag liczb dodatnich, ktore przy dzieleniu przez 5 daja resztg 2, to ciag liczb 2, 7,
12,17, 22,..., ktéry mozemy opisa¢ wzorem a, = (n—1)-5+ 2 przeksztatcajac liczby z N+

na wymienione wyzej liczby a, .

Twierdzenie.
Kazdy zbior przeliczalny X mozemy ustawi¢ w ciag: X, Xy, X3,...tak, ze X = {Xl, X, X3,...} i

odwrotnie, jesli X = {Xl, Xo, X3,...}, to zbidr X jest skonczony lub przeliczalny.

Przyklad 5. Pokazemy, Ze zbior liczb wymiernych jest zbiorem przeliczalnym, ustawiajac
wszystkie liczby wymierne w cigg. Jak wiadomo, liczby wymierne to takie, ktore mozna
zapisa¢ w postaci utamka zwyklego. Bedziemy poruszac si¢ W pierwszej ¢wiartce uktadu
wspotrzednych poruszajac si¢ po przekatnych kwadratow o wierzchotku w (0,0) 1 bokach na
osiach uktadu jak na rysunku i wypisywac punkty o catkowitych wspotrzednych zapisujac

odcieta w liczniku, a rzedng w mianowniku. Czyli np. punkt (3,9) odpowiada liczbie g = % .



Utamki o powtarzajacych si¢ wartosciach bedziemy pomijali (np. nie wypiszemy % , bo juz

wczesniej byto I), a kazdy kolejny utamek bedziemy numerowacé (czyli ustawia¢ w ciag)
przyporzadkowujgc wszystkim liczbom naturalnym dodatnim kolejne utamki.

Kazda liczba dodatnia wymierna pojawi si¢ na tej planszy, bo w licznikach i w mianownikach
wystapig wszystkie liczby naturalne dodatnie. W ten sposéb ustawiliSmy w cigg wszystkie

liczby wymierne dodatnie. Co z ujemnymi?
A
Jesli mamy juz ustawione wszystkie liczby wymierne .
w ,.kolejke” : 1,l, 2, 3,£,£,g,§, A4, 5,1,1,
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(tak wyglada poczatek tego ciggu juz po usunigciu
powtarzajacych si¢ liczb), przestawiamy liczby tak,
by staty na kolejnych nieparzystych miejscach, a
pozostawione luki wypetiamy liczbami
przeciwnymi: 1,-1,l 1 ,2,-2,3, -3, 1 1 l l

2 2 3 34 4

,...) dzieki czemu wszystkie liczby wymierne
ustawimy w ciagg, ponumerujemy, zatem zbior W jest

przeliczalny.

Czy zatem kazde nieskonczone zbiory liczbowe sa przeliczalne? Okazuje si¢, ze
nieskonczono$¢ nieskonczonos$ci nierowna, wigcej, mozna stwierdzi¢, ze jedna ma inng miare
niz druga — np. w przedziale otwartym (0,1) jest istotnie wigcej liczb rzeczywistych, niz
wszystkich naturalnych, ale to juz temat na inng rozmowe. ..

Zadania do rozwiazania:

1. Przypomnij definicj¢ funkcji réznowartosciowej 1 sprawdz, czy sg roznowartosciowe
funkcje:
a.  a,=(Mn-1)-5+2,dlaneN,

b. f(y) :%—1, dlay parzystych dodatnich; f(x)=x?,dla xeR,

c. g(x)=x*dlaxeR,
2. Udowodnij, ze zbidr liczb catkowitych jest przeliczalny podajac wzor funkcji
réznowartosciowej f:N —>C.

3. Ktérych dodatnich liczb jest wigcej: dajacych przy dzieleniu przez 5 reszte 2, czy
takich, co przy dzieleniu przez 7 daja resztg 4 lub 5?



